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MEMOIRES ET COMMUNICATIONS.

SUR LA DISTRIBUTION DES ZEROS DE LA FONCTION Z(s)
ET SES CONSEQUENCES ARITHMETIQUES (');

Par M. Hapawmarp.

I. — Sur les séros de la fonction { et de quelques fonctions

analogues.

1. La fonction {(s) de Riemann est définie, lorsque la partie
réelle de s est plus grande que 1, par I'équation

(1) logl(s)=— 2]0;;(1—[7].‘)»
p

ou p désigne successivement les différents nombres premiers; les
logarithmes sont népériens. Elle est holomorphe dans tout le
plan, sauf au point s =1, qui est un pdle simple. Elle ne s’annule
pour aucune valeur de s dont la partie réelle soit supérieure a 1,
puisque le second membre de I'équation (1) est fini. Mais elle
admet une infinité de zéros imaginaires dont la partie réelle est
comprise entre o et 1. Stieltjes avait démonlré, conformément
aux prévisions de Riemann, que ces zéros sont lous de la forme

(*) Les résultats fondamentaux da présenl Mémoire ont élé comuguniqués a
I’Académic des Sciences, dans la séance du 22 juin 18g6.
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¥ ti (le nombre ¢ étant réel); mais sa démonstration n'a jamais
¢été publiée, et il n’a méme pas é1é établi que la fonction g n’ait
pas de zéros sur la droite (') R (s)=1.

C’est cette derniére conclusion que je me propose de dé-
montrer.

2. IKaisons d’abord tendre s vers 1 par valcurs réclles et dé-
croissantes. Le logarithme de {(s), ou, & une quantité linie pres,
la série
1

P
u

2

() S=
r

augmente indéliniment comme — log(s —1).

Remplagons maintenant s par s - ¢{ ¢t imaginons que le point
d'affixe 1+ ti soit un zéro de . Alors la partie réclle de
log (s + tf), ¢’est-a-dire (& une quantité finie prés) la somme

, ! '
(3) l’:E f(‘os(fl()::p ,
( pr o o
r '
devra croitre indéfiniment par valeurs négatives comme log(s — 1),

c’est-a-dire comme — S, lorsque s tendra vers 1 (¢ restant fixe).

3. Cela posé, soit 2 un angle que nous supposerons pelil;
parmi les différents nombres premiers, distinguons deux catégo-
ries :

1° Ceux qui satisfont, pour quelque valeur entiére de 4, a la
double négalité

(2k +1)7 — 2 low c(2h+Dm 2
— ng:—t .

—~
=N
~
A

Les parties des sommes S, et P, [c'est-a-dire des séries (2) et
(3) bornées a leurs n premiers termes] correspondant a cette
premiére catégorie de nombres premiers scront désignées par
S, et

2* Les nombres premiers vestants, c¢’est-a-dire ccux qui ne

(") R (s) désigne, comme habitude. la partic réchie de s.
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vérifient la double inégalité (4) pour aucune valeur de &, donne-
ront, dans les sommes S, et I, les parties S, et P;,.

v
Considérons le rvapport p, = Sﬂ, lequel est compris entre
n
o et 1 : lorsque n augmentera indéfiniment, ce rapport aura soit
une limite, soit des limites d’oscillation. S¢ (1 + 0) était nul,
celte ou ces limites devraient tendre vers 1 avec s. Autrement dit,
o étant un nombre quelconque plus petit que 1, on pourrait faire
correspondre A toute valeur réelle de s supérieure & 1, mais suf-
fisamment voisine de 1, une valeur de n & partir de laquelle on

aurait
(3) 2n > g
On peut, en cffet, écrirc évidemment :
b b

s A !
I n="- Sn .Z.—Pnsm

P;2—Sjcosa2—(1—3,)S,cosz

(les inégalités ayant leur sens algébrique). Si donc on avait

. Pué 2
il en résulterait
P, =—18S,

ot § =+ (1 — g)cos= est un nombre fixe plus petit que 1; et si
cela avait lieu pour une infinité de valeurs de n, on pourrait
passer a la limite et écrire

P2 08,

ce qui serait en contradiction avec T'hypothése {(1+ t/) = o,
ainsi qu’il a été remarqué au numéro précédent.

L’égalité (1 + £{) = o exige donc bien que la ou les limites
de 5, tendent vers 1 avec s.

4. Changeons alors ¢ en 2¢, dans la série (3) et soit () la nou-
velle série ainsi obtenue : les termes qui formaient, dans la
série (3), les sommes P, P! P, = P, 4 P/ donneront, dans cetle
nouvelle série, respectivement les sommes Q, Q. Q,=Q, +Q,
et 'om aura, cette fois,

Q) 28),c082220,S,co821,

Qi —=8S,z—(1 ‘“'Pu)sn

R =
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et, par conséquent,
Q.2 Su[?/z cos2% — (1 — oy )]

d’oui, moyennant l'inégalité (5) supposée vérifiée pour n suffisam-
ment grand, .
Q” ;6'5”1

0" désignant le nombre pcosaz— (1 —p), lequel est positif si
. I

nous avons pris 1 > o > T cosaa

Or ceci donnerait Q2 #'S et, par suite, Q augmenterait indéfi-
niment par valeurs positives; de sorte que le point d’affixe
1+ 2¢i serait un infini de {(s) : ce que nous savons n’avoir pas
lieu.

L'impossibilité-de 'hypothése (1 + #7) = o est donc mise en
évidence.

5. Il est remarquable que cette démonstration ne repose que
sur les propriétés les plus simples de J(s) : nous nous sommes,
en effet, exclusivement servi des remarques suivantes : 1° le
logarithme de notre fonction est développable en série de la
forme Za, e s, les nombres @, étant tous positifs; »° la fonction
est uniforme sur la droite qui limite la convergence de cette
série et ne présente sur cette droile qu'un seul podle simple.

Toute fonction satisfaisant a ces conditions sera donc différente
de o sur la droite limite.

Ainsi, dans la démonstration précédente, c’était uniquement
pour simplifier Pécriture que nous avons réduit le second membre
de I’équation (1) a la série S:la démonstration se serait également
appliquée au développement complet de logZ(s). De méme, les
nombres premiers ayant été distribués d’une fagon quelconque
en deux catégories, les nombres de la premiére catégorie étant
désignés par p', ceux de la deaxi¢me par p”, sila fonction repré-
sentée (lorsque la partie réelle de s est supérieure a 1) par-le
produit infini

1

I

(6) J(s) =
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est holomorphe sur la droite limite A (s) =1, clle est différente
de o sur cette droite (*).
En effet, le logarithme du produit

S()5(s) = — :

IN(=7) IL(-75)

est représenté par une série Ea,, e\ A coelficients posilifs ; ce

produit satisfait donc aux conditions ci-dessus indiquées.
Ce cas est, par exemple, celui de la fonction de Schlomilch

- (—n)r 1
(7) E(zn—%—l)-‘ - H p+t
» (—1) 2
T
P.\

6. Plus généralement, nous allons étendre la proposition qui
précéde aux séries introduites en Arithmétique par Dirichlet, et
dont nous devons tout d’abord rappeler, en les complétant sur
- certains points, les principales propriétés.

Ces séries appartiennent & la catégorie des séries de la forme

a L e ge - .
2 —* périodiques, c’est-a-dire dont les coefficients «, se repro-
ns

duisent de & en A. De telles séries sont évidemment des combi-
naisons linéaires des & fonctions

I 1 I
El(s)_rs_r-(/{—j—-l)‘ t (2/\'+l)-"+”.’
I I 1
|4 )= —
32(-“) 2 - (/‘_‘_ N (‘),](+2)" y
] 1 I
;I.(S):F—r(/x—'r—/\)‘—r—(llu"r'/\)shr"

étudiées par MM. Hurwitz (2) et Cahen (3). Ces fonctions sont

(') Sauf peut-¢tre au point s =1; mais celte circonstance ne se présenlera pas
dans la suite.

(*) Zeitschrift fiir Mathematik und Physik, t. X\VI1I, p. 86-102; 1882,

(*) Thése de Doctorat. 18gh. et Annales de l'Fcole Normale supérieure, 3¢ sé-
rie. t. \ L.
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uniformes dans tout le plan, avec le seul pole simple s=1 et le

L. i .. - , .
résidu correspondant 7, ainsi qu’il résulte de 'expressian
R

A

elth—rlzx
—— dx,
(3 . 1

L Al 3\ o

(%) Eru‘):;rlu~~-')f(~w)-‘“e
intégrale étant prise le long d’un contour C partant de o et y
revenant aprés avoir tourné dans le sens trigonométrique autour
de I'origine, et — . étant considéré comme ayant (pour z réel et
positif ) Pargument — = dans la premiére partie du chemin d’in-
tégration ct, par suite, ’argument + = dans la seconde.

L’intégrale qui figure dans la formule précédente est une fonc-
tion entiére des, et les théorémes généraux donnés dans mon Mé-
moire Sur les propriétés des fonctions entiéres (') permettent
d’en déterminer le genre. A cet effet, on peut, par exemple, di-
viser le contour C en deux parties : I'une C' partant du point
& =1 et y revenant aprés circulation autour de I'origine; 'autre
C” comprenant les deux traits de 1 & +-oc; les intégrales prises
suivant ces deux traits ne différent entre elles et de 'intégrale

®© e(/‘._l.\.r
(9 f s ————dx

J ehr — g

que par les facteurs exponentiels e~ pour la premiére, ei™ pour
la seconde. Or, le coefficient de s* dans l'intégrale (9), qui a pour
valeur

1 [n('lo Y e\k—rix dy
— gy ——— —,
n! ° ekr—y

el

est (puisque 7 est un entier plus grand que o) au plus comparable
au coefficient correspondant de la fonction

o

Q(s) = [ ri=le-xdr,

<l

(ui intervient dans I'étude de la fonction I' et dont l'ordre de

(*) Journal de M. Jordan. 4 sérvie, t. IX; 1893,
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grandeur pour s infini est celui de I'. Quant a l’uneglale prise le
long de €, le coefficient de s, qui a pour valeur

f (lo«x)"

y est au plus de l'ordre de L, en désignant par K le module
1.2...0n

dx,

maximum de logz sur le contour en question. On voit donc que
la fonction considérée est de genre 1 : le nombre de zéros de cette
fonction, compris dans le cercle de rayon R, est de I'ordre de

RlogR.

7. Lorsqu’on change s en 1—s, les nouvelles valeurs des fonc-
tions § s’expriment en fonction des anciennes par les relations
établies par M. Hurwitz (') et que 'on peut prendre sous la
forme (2)

/ k
1 P
l‘(l-—s)E or&u(s)
1=1

) (s—1 1.3—1)iE
e ’ i3/L_r(1—.vr)+e 2 E,.(l—s)]

(r=1,2,.... k),

(10)

ou 5 désigne e *

8. Pour définir ses séries, Dirichlet (*) part de la décompo-
sition du nombre & en facteurs premiers

(11) k= okpw p'a ., (AZ2o;®, 0, ... >0),
et, a lout entier 2 premier avec £, fait correspondre les indices

B Y

(') Hurwirz, loc. cit., p. 93.

(2) CaHEN, loc. cit., n°* 47, 53.

(*) Abhandlungen der Berl. Acad., 1837; traduit par Terquem, Journal de
Liouyille, 17 série, t. IV; 1839. Nous nous conformons aux notations employées
dans les Vorlesungen iiber Zahlentheorie, éditées par Dedckind, édition de 1863,
supplément VI.

XXIv. 15
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définis par les congruences

‘ n=(—1)258 (mod 2»),
(1) ) n=gY (mod pw),
) ( n=g"v (mod p’'@’),

ou g, g, ... sont des racines primitives pour les modules res-
pectifs p®, p'®' . ... Les nombres o et  sont ainsi définis aux
modules @ et b prés : les nombres a et b ayant tous deux la va-
leur 1, si A =.0, 1, et prenant les valeurs @ =2, b = } ¢(2}), si
AZ2. Parecillement, les nombres v, v/, . .. sont définis relative-
ment aux modules

¢ =o(p%), c'=o(p'®), ceey

ol v est la fonction bien connue qui exprime combien il y a de
nombres premiers & un entier donné et inférieurs 2 lui.

Réciproquement, la connaissance des indices a, 3, Y - fait
connaitre le nombre n, au module & prés. Autrement dit, aux
@ (k) valeurs de n premiéres avec A et incongrues entre elles sui-
vant le module £ correspondent, d’une fagon univoque, les

abec ... =¢(b)

systémes de valeurs de 2, 3,v,v/,... incongrus entre eux suivant
les modules a, b, ¢, ¢, . ...

Désignant par 0,71, w, w', ... respectivement une racine ™,
une.racine O™, une racine c“™¢, une racine ¢''*¢, . .. de lunité,
autrement dit posant

0:."‘:!,
i_i';:u.
n=e b,
2imT
(13) ‘ ==
Tm=e ¢ ,
2imT
w=e ¢,

Dirichlet introduit la fonction

{ o0, si n n'est pas premier avec A.

U ) —
wy(n)y =« .. . .
2 ( 0x By Y ..., sinest premicr avee A,
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2, 8,Y,Y, ... étant les indices de n [l'indice v a pour but de dis-
tinguer les unes des autres les o(k) fonctions ¢ correspondant
aux dillérents choix possibles des racines 6, 1, w, o', . . .].

Il forme ensuite la série (périodique au sens indiqué ci-dessus)

@ k
],
(4) Ly(s) = 2 XXI(L:_” - 2’ E()W(r) [v=12 ..., 90k),
n=1 r=1

égale au produit infini

(13) Lv(s)=H—¢'m;
'_—_—__
q.!'

dans lequel ¢ doit étre remplacée successivement par tous les
nombres premiers.

Les séries L, se répartissent en trois catégories : la premicre
comprend une seule série L, celle qui correspond a

f=p=w=w=...=1

la seconde comprend toutes les séries L, pour lesquelles les nom-
bres 67, ... sont égaux & +1 0ou a —1 (4 I'exception de L,); la
troisiéme, les séries correspondant aux cas ou 'un au moins de ces
nombres est imaginaire. Ces derniéres sont conjuguées deux a
deux; la série

Lu($) = D Er(s) (),

déduile des racines 8, 7, w, o', . . ., est conjuguée de la série

N\ EI'(S) R
Yu(r)

Ly(s)=

Ly . . | T T
déduite des racines -, —y —s —5 o+ o
0 7 w
La série L, admet, comme seule singularité, le pole simple s=1.

Quant aux autres séries L, elles sont holomorphes dans tout le plan

[parce que la somme ;: 2]'4,(1) des résidus au point s =1 est nulle] .
-

Dirichlet démontre qu’elles sont toutes différentes de o pour
s—=1I.
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9. De la relation générale (10), M. Hurwitz a pu déduire que
certaines séries de seconde catégorie se reproduisent, a un facteur
prés, par le changement de s en (1— s) a la fagon de la fonction §.

Cette proposition est un cas particulier d’un théoréme démontré
par M. Lipschitz ('), et qui est le suivant : La série Ly(s) est (&
un facteur exponentiel et trigofométrique pres, analogue a
celui qui se rencontre dans la formule relative a la fonction ()
changée en sa conjuguée parlechangement de s en 1—s, sous
les conditions suivantes :

1° A23, w impair;
2° T ZEp —1,siw=1; = nondivisible par p, si®>1;

3o vAp —1,siw'=1; 7 non divisible par p',siw'>1; ...

Ce théoréme nous fournit un renseignement important sur la
distribution des zéros de L, (s). Puisque cette fonction n’a aucun
zéro imaginaire dont la partie réelle soit plus grande que s, elle
n’en a non plus aucun dont la partie réelle soit négative : les zéros
imaginaires sont compris dans la méme bande que ceux de {(s).
1ls sont méme, comme ceux de $(s), disposés symétriquement par
rapport & la droite R (s) =4, puisqu’a tout zéro « correspond un
zéro o/ (différent ou non du premier), tel que « et 1 — 2 soient
imaginaires conjugués.

Toutelois, cette conclusion n’est pas encore démontrée dans les
cas ou larelation de Lipschitz ne s’applique pas; mais on raméne
ces cas aux autres par les remarques suivantes :

1° Si une racine w, par exemple, est égale a 1, on aura
Ly(s) =[1— & (P)p=s]L; (),

la série L, étant composée en partant du nombre A supposé débar-
rassé du facteur p®. La méme circonstance se produit pour le fac-
teur 2 lorsque I'exposant ) est égala s

2° Si Ventier < est divisible par p*, la série peut se composer en
partant de l'entier A, divisé par p#, la racine primitive g de p®
étant une racine primitive de p®~%. La nouvelle valeur de < ne con-

(1) Journal de Crelle. t. 105, p. 127-157.
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tiendra plus p en facteur. 1l en est de méme pour le facteur 2

lorsque I'entier p. est pair, el aussi lorsque A =2, § =1.

3 Le raisonnement de I'auteur est encore valable pour i = 2,
2rim
6 —=—1, en prenant pour l'expression (') ( 0, d; e ) la valeur
i —2riT

ot 40 v .

Notre conclusion est done établie pour toutes les séries L,. On
pourrait dés lors développer, sur la distribution des zéros de L,,
une théorie analogue a celle de M. von MangoldL (2). La seule
remarque sur laquelle se fonde cet auteur, outre les propriétés
communes a {(s) et aux séries Ly, est que 'argument de {(s) reste
fini lorsque le point d’affixe s décrit la droite &(s) =a >1. Or
cette propriété appartient également aux fonctions L,. On pourrait
donc compléter I'analyse présentée a cet égard (3) par Piltz.

10. L’équation fondamentale utilisée par Dirichlet pour la
démonstration de son théoréme, est

logLv(s) I !y I "oy
(16) 2 To(m) (H(E +§E§2—S+_ _q3‘+"'>’
v

ol m est un entier quelconque premier avec k et ou les signes
! " . .
2, 2 ’ 2 » +--5 s’étendent, le premier aux nombres premiers ¢

tels que ¢ = m (mod k), le second aux nombres premiers g tels
que g2= m (mod k), etc. Pour m =1, ceci donne

logII Ly(s) = o (k) <E 2;; + ;2';” + g 2"—9;—5 +>

Donc les séries de Dirichlet n’ont aucun zéro sur la droite

&(s) =1, car la fonclion I I L,(s) satisfait aux, conditions énu-
v

mérées au n° 5.

(*) Loc. cit., p. 144, formule (9). M. Lipschitz désigne par la lctire ¢ la quan-
tité que nous nommons 7,.

(*) Journal de Crelle, t. 114.

(*) Habilitationschrift, 1éna, 1884.
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Il. — Conséquences arithmétiques.

11. Nous sommes bien loin, comme on le voit, d’avoir démontré
P'assertation de Riemann-Stieltjes; nous n’avons méme pas pu
exclure 'hypothése d’une infinité de zéros de {(s) s’approchant
indéfiniment de la droite limite. Cependant le résultatauquel nous
sommes parvenu suffit, a lui seul, pour démontrer les principales
conséquences arithmétiques qu-e I'on a, jusqu’ici, essayé de tirer
des propriétés de {(s).

Tout d’abord on peut remarquer que I'équation

! .. .
E P =—log(s —1) + quantité finie
P

fournit déja quelques renseignements sur la distribution des
nombres premiers. Soit, en effct, @ un nombre plus grand que 1,
et désignons par Ny le nombre des nombres premiers compris
entre a* et @*!. Le premier membre de I'équation précédente est

compris ent M t AN En posant —— = z et remar-
P nire ars € an+1s P as—1
A

I
]ogg;
loga
écrire, 4 une quantité finie prés, pour z plus petit que 1,-mais
tendant vers 1 : » '

quant que s — 1= peut étre ici remplacé par 1 — z, on peut

Ny z Ny,

Nz —x - L

Ea\w > log(1 x)>a T

d’ott 'on déduit que, ¢ étant un nombre positif aussi petit qu’on
veut, on aura une infinité de fois

—_ X
Ny> (r )\s)a

et une infinité de fois
[+ ¢)ar+
Ny < (rte)art s
A+t
conclusions analogues 4 celles que donne, par exemple, M. Poin-
caré dans son Mémoire sur l’extension aux nombres premiers
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complexes des inégalités de M. Tchebichef ('), et qui suffi-
raieni, comme elles, a établir que si le rapport d’un nombre z a
la somme des logarithmes des nombres premiers plus petits que
lui a une limite, cette limite ne peut étre que 1.

D’autres inégalités pourraient sans doute étre tirées de ce fait
que, quel que soit le nombre réel ¢ différent de o, la quantité

Z 1% cos(tlogp) reste finie lorsque s tend vers 1.

12. Dans son Mémoire précédemment cité, M. Cahen présente
une démonstration du théoréme énoncé par Halphen : La somme
des logarithmes des nombres premiers inférieurs a z est
asymptotique & x. Toutefois son raisonnement dépend de la pro-
position de Stieltjes sur la réalité des racines de {(§ + /) = o.
Nous allons voir qu’en modifiant légérement I’analyse de ’auteur

on peut établir le méme résultat en toute rigueur.

(l+ﬂlxz

Zz
z ’

A cet effet, au lieu de partir de l'intégrale —[f
! 2T

a—w»i
égale a4 1 ou & o suivant que z est plus grand ou plus petit que 1,
nous considérerons l'intégrale plus générale

a+wi .

Dans cette intégrale, comme dans la premiére, = est une quan-
tité positive ainsi que a; . est positif,

Lorsque w est un entier, cette intégrale s’évalue par les mémes
méthodes que J, ou s’en déduit par une intégration par parlies,
déduite de I'identité

1 (=np-t dpt |_)
3E T T T(p)  dael <z

La partie tout intégrée disparait a 'infini et il vient

. ‘0, six <1
(17) Jy.:‘( I

logh—1z, six >1.

I'()

(') Journal de M. Jordan, 4* série, t. VIIT; 1892.
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La méme formule peut se démontrer pour | non entier, auquel
cas il est entendu que z* doit recevoir la détermination qui est
réelle et positive pour z=o. Pour # <1, on intégrera le long
d’un rectangle ayant un de ses cdtés sur la droite R(z)=a et
situé dans la région &(z) > a, le second c6té du rectangle aug-
mentant indéfiniment comme la puissance p/™¢ (o <p'<<p) du
premier. Le résultat est alors évident.

Pour z > 1, on commencera par supposer (< 1. On intégrera
alors le long d’un contour ABCDEFGHA ( fig. 1) composé encore
d’un rectangle ayant un coté AB sur la droite &(5) = a, mais
situé dans la région & (3) < a et interrompu sur son c6té DA par
un lacet qui va & l'origine et en revient en suivant la partie néga-
tive de l'axe imaginaire. Si le c6té BC augmente indéfiniment
comme la puissance p/™ (0 < W' << ) de AB, I'intégrale prise le
long des cotés qui s’éloignent a I'infini disparait et il reste

Ju= —1lim ( [ +{ ).
2im Ju6  JrE

. i
Or, sur le chemin HG, I'argument de 5 est — - ety sur le

Fig. 1.
.y, a+oor
c B
x’ Flic e <
0 EIR A
Yy a-oor

chemin FE, g'j—r 11 vient donc bien

gim _3pim
(o

—e 2 ) ® p—it dt
Jy'= P m
2T o t
_pin

e ? sinpm /‘”cos(tlog:v) —isin(tloga) di = logk—1a
A 1 TOT(w)

I
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Cette formule, établie pour p <1, s’étendra au cas de > 1
par une intégration par parties déduite de I'identité

T (=0)mr(p) d”™
shrm " T(p+m) dam zt

13. Parallélement a la voie suivie par M. Cahen, nous applique-
rons la formule (17) a I'intégrale

a+wo7 z l(
(18) %<W>=—;§;[_m. = s,

ou a est un nombre quelconque plus grand que 1. En vertu du
développement

{5 =Boer ()

notre formule donne

(19) du(z)= I“‘(_lp—) (Z log p logk—t % +Z log p logh—1 %; +...>,

le signe ¥ s’étendant aux nombres premiers plus petits que z, le
g p plus p q

! . 1
srgnez aux nombres premiers plus petits que z?, etc.

14. L’avantage que nous trouvons & prendre w>1 réside dans

N \ . v .
la convergence de la série T’ ou 2 désigne successivement les

zéros de (), convergence sur laquelle reposent, comme nous
allons le voir, les raisonnements qui vont suivre.

Dans ces conditions, en effet, nous pouvons séparer de l'en-
semble des racines 2 un nombre M de ces quantités assez grand

I . . .
pour que la sommezﬁl—u, étendue aux racines restantes, soit

plus pelite qu’'un nombre positif quelconque s. Aucun des «
n’ayant sa partie réelle égale a 1, nous pourrons’( fig. 2) tracer
une paralléle CD a 'axe imaginaire, laissant 4 sa droite la paral-
lele &(5)=1 et a sa gauche les M premiéres racines x. Des
points C, D de cette droite, nous ferons partir des parallé¢les CE,
DI a I’axe réel, paralléles comprenant entre elles les M racines

en qneslion, ne passanl par aucune autre 1‘acine, et que nous
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prolongerons jusqu’a rencontre en E, F respectivement avec deux
droites OEG, OFH issues de Vorigine et situées respeclivement
dans les deux angles formés par la parlie négative de I'axe réel
avec les deux directions de 'axe imaginaire. Enfin nous fermerons

le contour d’intégration ABGECDFHA ( fig. 2) par deux paral-

Fig. 2.
\ Y
& 8
i
E C
@’ 0 7 af &
F D
/M A
yA

léles variables BG, AH a I’axe réel (paralléles comprenant, bien
entendu, CE et DF entre elles), rejoignant en A, B la droite
R(z)=a.

15. Je dis, en premier lieu, que I'on peut éloigner les parallé]es
BG, AH a I'infini, de telle fagon que la partie de l’lntégrale ¢y, re-
lative & ces droites tende vers zéro.

On peut suivre pour cela une marche analogue a celle qui est
exposée dans mon Mémoire sur les propriéiés des fonctions en-
tigres (!). La méthode qui va suivre différe légérement de celle-la;
elle me parait plus avantageuse.

Soit A un nombre plus grand que I'unité. Tracons des paralléles
a 'axe réel a des distances de cet axe représentées par A3, A6, ...
A3}, .... Le nombre (2) des racines o, dont les coordonnées sont
comprises entre A3* et A3¥*3 est au plus égal 4 KAA3*, lenombre K

(') Loc. cit., n° 29 ct suiv.

(*) Chaque racine est, bien entendu, complée un nombre de fois égal & son
ordre de multiplicité.
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étant fini ('), et il en sera de méme « fortiori de 'intervalle
(A3¥1, A3)+2) de sorle que si I'on range les racines a par ordre
de coefficients de ¢ croissants, il en existera au moins deux con-
sécutives pour lesquelles les coefficients de ¢ différeront d'une
A3+2_ A3+t AA—)

KA = 7 Ki
Nous tracerons, a égale distance de ces deux racines, une paral-

quantité supérieure a

lele & I'axe réel dont I'ordonnée sera désignée par z,, et cette or-
donnée aura, avec celle de touteracine «, une différence supérieure
a A(A — l).
2K
Oron a

(20) { !

3 3 T .
~Ea(z-——a) _Eer’%(z—ﬁ_)—g +G

x i

les 2 désignant les zéros, les 3 les poles (réels et négatifs) de ¢,

et C étant une constante. Lorsque 5 varie sur le segment BG de

z—38
B

nombre fixe, indépendant de 3, et il en est de méme pour le rap-

la paralléle d’ordonnée z,, le rapport reste supérieur a un

I

—a . , .. .
» s1 l'ordonnée de =« - est extérieure a l'intervalle

pOl‘t

(A3», A»+3). Les parties correspondantes du second membre
de I’équation (20) donnent donc le produit de z par une somme
finie (puisque les sommesz Z» ¥ = sont ﬁnies> .

- Bt .

Quant aux termes correspondant aux racines & comprises entre
les paralléles d’ordonnées A3* et A3*3_ elles donneront, d’aprés
2K) A3
. XA—1)’
quantité de la forme K'z,logz, (ot K' est un nouveau nombre

fini).

ce quia été dit plus haut, une somme moindre que KX A%

(*) 1l est clair qu’on peut se dispenser des précautions que nous prenons ici
en utilisant les résultats obtenus par M. von Mangoldt sur la distribution des
quantités a; la méthode du texte a 'avantage de s’appliquer chaque fois qu’on
connait le geare de la fonction éLudide.
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On aura donc

< K'zglog 3y

I;'(Z)
L(z)

d’oti en reportant dans notre intégrale

z= t(z) K'logz [ .
(& o< e a1z,

quantité infiniment petite pour 3, infini.

16. L’intégrale prise le long de la droite indéfinie AB peut
donc étre remplacée par I'intégrale prise le long du contour indé-
fini HFDCEG, augmentée de la somme des résidus relatifs au pole
5 =1 et aux zéros a non compris entre les paralléles CE; DF.

Le résidu relatif au pole z =1 est — z.

Les résidus relatifs aux zéros de « non compris entre CE et DF
ont une somme moindre que £, ol ¢ a été choisi aussi petit qu’on
veut, et cela indépendamment de z.

Quant & 'intégrale prise le long du contour HFDCBG, elle est
infiniment petite relativement a z. Cela est évident pour la partie
finie FDCE, ou il suffit de remarquer que EIF %E—:—; est fini. Sur les
s—B

B

rieurs & un nombre fixe, et, par conséquent, la quantité

parties infinies EG, FH, les rapports ’z_a[,

a

l sont supé-
1 5(3)
12 8(2)
est finie. L'intégrale sur un de ces chemins est donc moindre que
xc
Kf |5
quantité finie, décroissante quand z croft.
Uy (z) est donc asymptotique & z, car, pour rendre la différence

|ds| (lJe nombre K étant fini), c’est-2-dire qu’une

[# — du(2x)] moindre que 7z, il suffira de choisir ¢ < 2, puis

assez grand pour que l’intégralef

soil inférieure a - z.
HFDCEG 2

17. Dans l'expression (19) de ¢, (z), nous ferons abstraction

des termes compris sous les signes Z autres que le premier. Le
logz
log2
grande des sommes correspondantes est la premiére, inféricure

nombre de ces signes est, en effet, moindre que » et la plus
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i
elle-méme a logT (l + xz) logt~!x, par conséquent (i un facteur
: ] . . .
fini prés) a 22 logtz. Nous négligeons donc une quantité moindre
A

que z2 logtttx; et le résultat obtenu ci-dessus peut s'énoncer
ainsi : la somme ﬁZlogp logl“‘;, étendue aux nombres
premiers inférieurs & x, est asymptotique & x.

Ce résultat (ou il est entendu que nous devons supposer . >1)
différe de I'énoncé d’Halphen: la somme des logarithmes des
nrombres premiers inférieurs a x est asymptotique & x. Nous
allons voir qu’il le comprend comme cas particulier.

18. Pour cela, prenons p = 2, ce qui donne

Zlogploga—” =2 (1+7),
P
o
0 étant (pour x assez grand) inférieur en valeur absolue a tel
nombre qu’on voudra.
Dans cette relation, changeons x en (1 + A) et retranchons
membre & membre : il vient

x(1+h)

Zlogplog(l+h)+zlogplog ('+ ) =x(h+n),

égalité dans laquelle le signe EF(p) désigne la somme des
-]
valeurs de la fonction F pour les nombres premiers compris enlre
a et f.
Pour les nombres premiers qui figurent sous le second signe 2,
, (14 1)
p

la quanm est comprise entre 1 et 1+ /: on peut donc

écrire, en divisant par log (1 + ),

_ (h+ n)
(20 2‘10 lO"(l+h)

nu+lx)

loe ()
Z ogp>x 10"(1+/1)
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.y x .
Dans cette derniére, nous changerons x ¢n — clle deviendra

+ A

X
h+n
D ‘l o —_— .
(22) ‘ 2 O°P>w(l—l—/l)|0g(l+/t)
0
Les formules (21) et (22) démontrent I’énoncé d’Halphen. On
x
voit, en effet, que Elogp sera compris entre (1) et
[
Z (1— p), si 'on a choisi 7 tel que

° h h
—;<(l+lz)log(|+l:) < log(1-+ h)

<]-4—~-r:;
2

puis x assez grand pour que << Zlog(l + h).

19. Les résuliats qui précédent s'étendent d’eux-mémes aux
séries de Dirichlet. On considérera Uintégrale

1 ) 1 Ly(s)] =z,
%) Caim lz‘l’v('n) L~a(~7)]:7?"d~’

v

ol w est un nombre plus grand que 1, les autres lettres ayant le
méme sens que dans les n* 8-10. Cette intégrale représente, a
une quantité prés infiniment petite relativement a x, le produit
de ¢ (k) par la somme des logarithmes des nombres premiers ¢
congrus & m, suivant le module A et plus petits que x, multipliés

. ' - . Wz
respectivement par les valeurs correspondantes’de log® 7

Orf on peut raisonner sur cette intégrale exactement comme
nous I'avons fait sur l'intégrale (18), car les propriétés de (s),
que nous avons utilisées ct qui sont relatives a la distribution des
zéros et au genre, ont été démontrées pour les séries de Dirichlet.
La quantité qui figure sous le signef dans I'intégrale (23) a pour
Li(3)

Li(3)
x , . .
— ——— = — x; les résidus relatifs aux autres poles donnent une

di(m)

somme qu’on peut considérer comme négligeable vis-a-vis de 2,
ainsi que l'intégrale prise le long du contour GECDFH, comme

pole simple 5=1, pole de » et le résidu correspondant

il a été expliqué.
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Donc l'intégrale (23) est asymptolique a . En suivant la méme
marche qu’au numéro précédent nous reconnaissons que la somme
des logarithmes des nombres premiers inférieurs a x et compris

dans une progression arithmétique déterminée de raison k est

asymptotique a — -
¢ (k)

L’équation générale

x

1 T x
_— logg logh—1Z = ——— (1 45
lw); sty = ()

qui, comme nous venons de le voir, comprend la relation corres-

pondant & w =1, ne parait pas pouvoir se déduire inversement

de celle-ci; il serait intéressant de rechercher quels renseigne-
) q el

ments cette équation fournit sur l'ordre de grandeur de p, c’est-
®

a-dire de 'erreur commise en remplacant 2 logg par sa valeur

' 0
asymptotique.

20. En terminant, je signalerai application possible de la
méme méthode aux séries de Weber (') et de Meyer (2), par
lesquelles on étend le théoréme de Dirichlet sur la progression
arithmétique aux formes quadratiques. Une fois démontré que ces
séries sont uniformes, la relation (), analogue a celle donnée pré-
cédemment au n° 10, prouvera qu’'elles ne s’annulent pas sur la
droite & (s)=1.

Dans le cas ot le déterminant est négatif, et o I'on considére
la forme quadratique scule (sans faire intervenic de progression
arithmétique), une formule donnée par Weber (*) fournit la
démonstration demandée; en méme temps, elle fait connaitre le
genre de ces séries et fournit la relation correspondant au chan-
gement de s en 1—s. Les méthodes exposées dans le présent

*Mémoire sont donc dés & présent applicables a ce cas particulier.

(') Math. Annalen, t. XX, p. 3o1.

(*) Journal de Crelle, t. 103, p. 98: cf. BacumaNy, Analytische Zahlen-
theorie, Ch. X; Leipzig, Teubner, 189}.

(*) BacuMasy, loc. cit., p. 291, ligne 6, formule (34).

(*) Bacuyaxy, loc. cit., p 300, ligne 4
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Nora. — Pendant la correction des épreuves, je recois commu-
nication des recherches que M. de la Vallée-Poussin consacre au
méme sujet dans les Annales de la Société scientifique de
Bruxelles (*). Nos raisonnements, trouvés d'une facon indépen-
dante, ont quelques points communs : il est remarquable, en
particulier, de constater que M. de la Vallée-Poussin a été con-
duit, lui aussi, & employer comme intermédiaire le fait que la
fonction § n’a pas de racine de la forme 1+ ¢Z, quoique les pro-
cédés de démonstration soient tout a fait différents. Je crois
qu’on ne refusera pas & ma méthode 'avantage de la simplicité.

Les critiques, adressées par M. de la Vallée-Poussin aux dé-

a+ wi
. , . ., dsz
monstrations fondées sur I'emploi de l’mlegralef zF—,

a—woi 2

n’intéressent point la nétre, fondée sur I'intégrale
a—+ ”i.z‘-" dz .
— (e>1)
q-- i ~*

grice au fait que cette derniére garde un sens, méme lorsqu’on
remplace chaque élément par son module.

(*) Tome XX, 2¢ Partie: 1896.



