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SUR

LA FONGTION <) DE RIBMANN

NONBRE DES NOMBRES PREMIERS INFERIEURS

A UNE LIMITE DONNEE

Ch.-J. pE LA VALLEE POUSSIN

i Correspondant de {*Aeadémie royale de Uelgigue-

(Présenté. o )x Classe des sciences dans la scance du -4 juin 1898,)

e —

Towe LIX ’ 1



INTRODUCTION

RELATIVE A L’OBJET DU MEMOIRE (*).

Je me suis occupé & pl'usieurs reprises, dans les Annales de
la Sociélé scientifique de. Bruxelles, de la théorie des nombres
premiers. B .

La fonction de € (s) de Riemann joue dans cette théome un
réle fondamental. Jai- démontré, pour la premiére fois, dans
mes Recherches sur la théorie des nombres premiers (**), que la
'foncnon G(s) n'a pas de racines de la forme 1 + ﬁt M. Hada-
mard a également avant davou' eu connaissance de mes - |
recherches, trouvé le meéme _th¢oreme par une. voie plua
simple. L’imporlance de ce théordme est considérable, par le
-nombre, des conséquences asymptotiques que Pon peut en
dédulre

(*) Voir le rupport de M. Mansion sur ce Mémoire (Bulletin de I Académie
royale de Belgique, juillet 1898). — Depuis que ce Mémoire a €té soumis
A I'appréciation de ’Académie, nous avons refail tous les calculs numé-
riques en y apportant plus de précision. Nous avons aussi perfectionné
notre travail sur plusieurs points de détail, et nous avons tenu compte des
conseils de M. Mansion. C’est ce qui explique les légéres divergences que

Y'on remarquera entre le présent Mémoire et I'analyse que M. Mansxon en
a faite.

(**) Annales de la Socicté scwntzﬁque de Bruaxelles, 4896.
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Celle qui a peut-étre le plus d’intérét par le nombre considé-
rable de travaux auxquels elle a donné lieu, s'exprime par le
théoréme suivant :

Le nombre des nombres premiers inférieurs d x a pour expres-

sion asymptotique, lorsque x est grand,

Li(x)alti_[on ‘ ‘%—0— u%—;{

0 i+t
avee une erreur qui devient z'n'ﬁm'ment petite par rapporl g Li (x)
quaml x tend vers Linfini. ‘

La démonstration de ce théoréme a été pubhée pour la pre-
miére fois dans un article de M. von Mangoldt (*).

On trouve aussi dans cet article des rensezgnements hlsto-
riques qu ’il est intéressant de reproduure {**).

Le pressentiment du théoréme précédent a. ét'é’xd’.ab_ord |
exprimé par Dirichlet en 1838 ™**), puis par Gauss en 1849 (1v).
- C’est Tchebychev qui a le premier donné deux liniite's"c'ertainés
ot Ton peut renfermer le nombre des nombres prenhiers (v).
~ Mais cet intervalle, quand z croit indéfiniment, n’est pas une
fraction infiniment petite de sa limité'_supérieure,_ car il
.réste éga,l au "%5 au moins de cette limite. Sylvester, dans

{*) Ueber eine Anwendung der Riemann'sche Formel fir die Anzahl der
Primzahlen unter einer gegebenen Grenze. (J OURN. F. D. REINE U. ANGEW,
Math., Bd 119.)

-(**,.0n lira. aussi avec intérét, a ce pomt de vue, le savant rapport de
M. Mansion sur notre Mémoire. o .

N i LeseoNe-DiricHLET. Werke, Bd 1, 2 note,- p. 372.

(1v) Lettre 3 ENcke. Werke, Bd 11, pp. 444-441.

(v) Journal de mathématiques, t. XVii, 1852, p. 389. -
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son article sur le travail de Tchebychev (*) n’a pas réussi a
pousser plus loin Papproximation. On voyait donc bien que
Li (x) représentait approximativement le nombre des nombres
premiers < 2, mais on navmt pas encore pu démontrer que
Papproximation surpassét m,, Le travail de Riemann, qui
devait finalement conduiredla solution du probléme élait resté,
jusque dans ces derniers temps, compliqué de difficultés qu’on
ne savait surmonter. C'est la résolution au moins partielle de
ces difficultés qui a permis d’6tablir-le théoréme rappelé
ci-dessus et dont Pimportance ne peut échapper, puisqu’il
exprime que le logarithme intégral est, au sens mathéma-
tique du mot, Pexpression asymptotique du nombre des
~ nombres premiers & z, c'est-d-dire que erreur commise est
infiniment petite par rapport A lui. | '_

- Lorsque I'on cherche a exprimer Li{x) sous forme ﬁme on.
trouve une suite de termes de la forme

x + x 2¢  2.3x
_— . - +.§'
lx (lx)® N ({x)® * {({x)

Le premier terme est la valeur principale de Li(z) et fournit
~donc aussi une expression asymptotique du nombre des
nombres premiers < &. Clest ce que j’ai montré directement
dans une nole A la fin de U'article de M. von Mangoldt cité plus

haut.
Le senl fait que §(s) n’a pas de racines de la forme 1 + 3i

. . L
ne permet pas de décider laquelle des deux expressions. }5 ou

Li(z) est Pexpression asymptotique la plus exacte.

(%) On Tchebycheffs' theorem ¢f the totalyty of the primmumnbers com-
prised within given limits; (AMERICAN JOURNAYL OF MATHEMATICS, vol. IV,

1881, pp. 230-247.)
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- Pour pouvoir trancher la questmn il faut savoir trouver une -
limite supérieure <1 des parties réelles « des racines xmag1~ .
naires o + S3i de §(.s) Cest ce qui n’était fait ni dans mon
Mémoire ni dans celui de M. Hadamard. C’est ce qui est fait
dans celui-ci, od nous donnons une limile inférieure de 1 — o.
Cette limite fournie par le théoréme du ne 30 est trés petite,
il est vrai, dépend de §3 et tend vers zéro quand {3 augmente.
Elle n’en a pas moians une trés grande valeur. Elle nous per-
mettra de démontrer que Li (x) représente le nombre F (z) des
nombres premiers < & avec une erreur qui ne peut surpasser
une quantité de la forme. -
(cg—; e"“’f‘“',
ou aect ] sont des nombres fixes, et que, par conséquent, le
loganlhme intégral est une expression. asympialzque de ¥z (@ ) plus
exacte que tontes ses e.rpre.s.swns possibles sous forme /mw
La méthode que nous allons suivre s’étend d’elle-méme aux
- n‘bml)res premiers de la progréssio'h arithmétique. Nous y
~ reviendrons plus tard. | |




SUR

LA FONOTION < DE RIEMANN

ET L%

 NOMBAE DES NOMBRES PREMIERS INFER EURS

A UNE L!MIT.E D'ONNE

PREMIERE PARTIE.

SUYUR LES ZEROS DR 4.

CHAPITRE PREMIER.
CALCULS PRELIMINAIRES.

§ 1. Rappel de qu‘f:'[quchs‘ '/'o'rmulés cdhmtws (*_).

1. La forme C(s) est définie par les relations
... C(s)w? ~ =TI ({—-—-) .
o n-—l P
la somme s’étendant & tous les entxers et le prodmt infini 4 tous
les nombres premiers. :

2. La fonction £ (s) a des zéros sur Paxe réel qui sont les
p(’)les de I' ( + 1) mais elle a en outre une infinité de racines
‘imaginaires dont la partie réelle est comprise entre 0 et 4.
Nous désignerons, en général, ces racines imaginaires par

p==a + Bt 0La ).

{(*) Voir mes Recherches swr la théorie des nombres premiers, 1re partie.
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8. Ces racines jouissent des propriétés suivantes :

~4° Elles sont conjuguées deux & deux;

'2° A toute Facine p correspond une racine 1 — p; -

e Sila partle réelle o« de p n'est pas {, les racinesp et 1 —p
forment avec leurs: conjuguées un systéme de quatre racmes

distinctes :
@ -+ pi a — fBi
f —a Bl A—a—Bi
4o M. Van Mangoldt a démontré que la valeur absolue de §
est toujours supérieure & 12 (). |

4. La dérivée logarithmique de £ (s) vérifie Ja relation

4O 1 (s - )
o YO_1, o (s
( ) C(&) 2;103’ §—1 Dlog r 2-&- 1 +2

p S

ol les racines p doivent étre rangees par ordre de modules
croissants.

‘On en tire, en remplaqant i “ par- qavvalem_' obtenue par
la différentiation du produit mh_m (1),

" <« 1 N TR T ) lp‘
(3) -gs—pzs—i-‘él(‘g:”*_ Dlog.I‘(§+ 1) 25 _’

Cette formule va jouer un role imporiant dans notre étude.
Nous allons d’abord en déduire une conséqﬂence utile.

5. Cas parliculiers de lu [m mule (3). Yai démontré dans mon
Mémoire sur la fonction { (s), au n° 34, que 'on a

's 1
lim (gj + ) = (,
=t \I$ s—1

(*) Zu Riemann's Abhandlung : Ueber die Anz sahl der Przmgah[en unler

einer gegebenen GGrosse.(JOURN. FUR DIE REINE UND ANGEW. Munxunuc,
Bd. 114.) :
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ol C désigne la constante d’Euler. L'équation (2) donne done,
pour s =1,

On a d'ailleurs, par une formule bien connue de Gauss,

5 "1——-x’ ' rdx . '
+C= =2 f I ai )
() / I——x 2, {1 wx 2(4 'l)

0

de sorie que I'équation précédente donnera, eu égard & la pro-
priété (2°) des racines p (n° 3),

“4). 'E—mEi—;—P-:—»i-—l“)-—-%lx.

Comine on a

' 12=0,69314 71803 60,

1
~lr =0, 57‘”06 49429 24,

2
1 . : ‘.
5 C=0.28860 78524 51,
on en déduit
@) .. S‘i': y ! = 0,02309 57089 67...
. ~ o “l—p ’

- Les racines p=ua -+ 3 sont conjuguées deux a deux, de sorte
que les parties imaginaires se détruisent dans les sommes
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préc_édentes. Par conséquent, la formule (4) peut' s’éerire auéSi"

- ' o {1 —a
5) . — == Y ——— == (,02309 357089 67...
® a2 708

La formule (4) entraine aussi comme conséquence, qui peut
étre utile, '

(6) 2 ZT:}‘:S'(TZT_OMG'Q 14479 34...

§ 2 Sur une expression approchée de Dlog I'(a).
8. Schaar a établi, pour a réel et positif, la formule (%)
log I'(a) = _(a-—- -) log a—a -+ logV 2r
/“‘“’alog — e dx
+ = —
a® + x*

On obtient, cn différentiant,

- FPla) o L A x?— g .
: =loga — — ———— {0z {1 — €'"7*}dx,

puis, par le changement de la variable % en az,

Ma) . 1 1 g~ a1 o

el log g o e — . ——— — "\,
(7) T (a) log a " “+ ~ e og (1 — " *Ydx
_ TS

Cette formix_le vient d’étre établie pdur;-a réel et > 0; mais
comme ses deux membres représentent des fonctions synec-

 (*) MEYER, Bestimmie Integrale, § 52. (Leipzig, 1871), et LiMBOURG, '
Théorie de la fonction T'. (MEMOIRE AcAD, bE BELGIQUE, t. XIL.)
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tiques de la variable imaginaire a pourvu que la partie réelle
de a soit > 0, l’équation (7} subsiste aussi sous cette seule
condition,

Soit done

a==u -+,
ol u et ¢ sont des variables réelles, la premiére positive ; nous
allons chercher une limite supérieure de 'intégrale de Péqua-
tion (7).
Ona, pour z £ 0,
mod log(1 — &™) L ~log (1 — ¢ 77*%);

par conséquent,

Shal _JPVC BN | | -0 '
mod ——log (1 — e*7*")dx </ Jog{l — e*™*"\dx,
[ el — e < f gt — o)

: 0 : - ) E
Par la subslitution &*** =z, cette derniére intégrale devient

1 /‘°t(1_-_z)d o ”(: z 7z )d
2 == — 14+ -+ = 4.
2zu z 2xu(.) A\ + °2+_-5 * -

‘ .
9 (1 11 ) .
=] 4+ = = . =m—
o7 T3 {2u

Désignons donc par § une quantitéd de module inférieur a
Punité; pour ¢ = u + ti et u > 0, Péquation (7) pourra se
mettre sous la forme - '

M(a) 1 ;]

8. . . . , —=logd — — + .
(8) a ° 2¢ 12au

7. Cette équation va nous servir & trouver une expression
approchée de la partie réelle du premier membre.
Convenons de désigner la partie réelle d’'une quantité com-
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‘plexe en faisant précéder celle-ci de l1a caractéristique J{ On a,
pour a = u - {i, '

1 : 1 ut
R loga = E-log(u" + 1% =log || + §log (l + F)

Si l'on suppose u2 £ {2, on aura, en désignant par 8, une
quantité > 0et < 1,

0| u
R loga =log lt] i

On a ensuite, eu égard A la signiﬁcalion de g,

6 6 b

R e |
1902 419V + ¢ 12ut .( | t<e <)

R

=»

Donc I’équation (8) donnera, pour 62.> u?,

. Mu + ) [ I _ ® . 0( 1 _ u,)
©. . P T o T s T ey 2
| (—1 <o)

P . 1
§ 3. Evaluation de & =7+

8. Considérons de nouveau des sommes étendues & toutes
les racines imaginaires p = « + fi de {(s).
On a identiquement

' 1 —a 1 o (1 —a)(2a« — 1)
: = + )
2(4“""‘):‘“(’g 2“"‘? (a +ﬁ*)(1—a‘+§)
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Done, en ajoutant membre 3 membre avec
2 f—a @
1—a + g Ea'—l-ﬁ”

il vient

- 11— 1 ( —a)(‘la-——')
2 P e r——— .
2 (1 —a) + £ 2 a«* + [ M 2(.-:" + BT~ + B

D’ailleurs la derniere somme ne devant pas changer par la-
permutation de a en 1 — «, est aussi égale &

1 (4 — )2 — 1) + ol — 2a) _;4 (22— A)
2 = 25 T2+

et 'on trouve, par conséquent,

a 1 >(2¢.——‘l;’

10 =233 3

al p‘ﬁ | 2 (aﬁ -+ (?2)(""“""",! ___ a! + ng).

Dailleurs, puisque B est toujours > 12 en \ialéur' ab’"sblue '
et (2« — 1)2 < 1, cette derniére somme est inférieure
11 1 ¥ 3 A
275  “at + 2 2884 a’ 4+

et ’équation (10) donne

1 2 o 0,046192
“” . 2“z+p2<1 i Ea’+ﬂ’< '—_1—’

" 288 288

en vertu de 'équation (5).
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, ; , . B 1+
§ 4. Evaluation de T y=—
‘9. Nous désignons dans ce qui suit par u une quantité
réelle et positive > 1.
On a, p étant égal & o + {3i
' (v — P)U -0 “u— a)’ 4 ({1 — o) + ']

(12)

(u — o) (U — 22 + 1)
) 2 (1 —-u)’ + — 2 [« —af + E][(1 — ) + §]
Dans cette derniére somme, on a identiquement
1 4 N (2 — uju
(u—af e B [ — o)+ ][+ @’]

et par conséquent, en substxtuant cette valeur,

E (u-—-—a)(u-—-—ﬂa+1) 1 (u — a)(u — 2 + 1)
(e — o) + FIA —af Bl e = - Y
-+“2 (4 — o) (22 — u)(u — 20+ 1)
[tu — o + g7[=" + £ —a)‘+ﬁ"l
Si 2« est < u, on a, au dernier numérateur,
0> (u-—a)(?a-—u)(u—-—ﬂa + 4) > — ul(u + I)
Snﬂa)ueta(u ona ' :

0 <(u —a). Qa-—u)[i—(ia—u)] < (uv—a)-— <...

On peut donc poser, pour u> 1, puxsque @2 > 144,
o (w—a)(u— 2 + 1) _' (v —a)(u—2a + 1) .
)[u-—-d)’-i—p’][(i——a + ﬁ!] 2 ((x +‘3’)(4 4 +@’)

: ]
(4 BYT— < o+ B

IR L ( u"’(u--a.—‘.l): : u*_).
- R TTen A wyvi R

_(15)\ | 4
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Au second membre de ’équation (13) ci-dessus, la premiére
somme ne doit pas changer, si 'on remplace « par 4 — a.
On peut done y remplacer les numérateurs par

Ayt 4 (20——1)"

Faisons cette substitution dans (13), puis portons la valeur
trouvée dans (12) et changeons « en 4 — a; il vient ‘

-;—[(u-—-—a)( u-—2a + 1.) + (u—1 + a)(te+ QoA ) ]=

1 : 1 A 1 .
—E(u—_,,)(,_,,)f-E,e+@=“(“ 2" )2(« e BT+ )
__i (2¢ — 1)’

2_. <+ 1 —a +@)

‘Remplacons encore X “,-,—_-:. 75 barsa valeur(m) nous trouve—

rons 'expression définitive. ~ o . 3
) 4 - : .a u 4
5 R ST PR S
(u—pXt-~p) *+B* 2 I et gt(1—a -G
' (M-); : 2 . (a"+8 )(l. +f )

( cudu 4 1) u)
\T T _<-_T<-4.1-4,4;

10. Dans le second membre de la formule (14), le premier
- terme est connu, sa valeur 0,0461914... est donnée par Péqua-
tion (8). La seconde somme est trés petite et sa valeur pourrait
se calculer avec une trés-grande approximation en posant
%=1 dans la formule (14), mais nous pouvons nous dispenser
de faire ce calcul. La formule (14) représente donc, avec une
grande approximation vu la petitesse de t, ]a maniére dont
varie son premier membre quand u > 1 varie dans le voisinage
de Yunité. C’est a ce point de vue que nows allons utiliser. Si
Yon remarque que, dans la formule (14), on a par (11)

1 A 1 0,046192
Yy ' — 2

T T T Ty,
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cette formule pourra aussi s'écrire
- | IR L o | ,
— S . == 2 ? ———

Sl —p) L f

o ﬁ(- -.,;7)-3 1 :
L A R AR G- Ty
0046!92( i )

< 1u-—-——-o-t-

)
thd——
T

r (§+4)
§ B. l«.valuaunn approchee de AL

‘ r ( +1)
11. Nous allons encore indiquer la maniére de faire ce cal-

“cul quand u est réel > 1 et voisin de l’umté
On a, par la formule de Gauss

r'(a) -y

-—-

dx,

. {1 —x.
0

‘Péquation -

0 e

S \a 2 Mgty
T g/ T dx—/ l--ac a:da:
T

2

o gt

o
f._.._.Q(u-—— ),z.(ﬂn-* 1) + (Qn-g N —1)

e 1
==——-52(u 1)2(2 +')!+2(u-—l,’2m__

=l n=}



1
— — 1 = 0,23370 05501
n

—1 =0, 05179 97905- '

2

25

2o 1= 0,0146780516
5 |

e ")5‘ L} = 0,00144 70766
@n + 4F \. esEw T T
- (‘ ny )2 1= 0,00047 15487
(2n + 1) j98/ 4w |
e i —— e — — q
E (200 + 1) (1 256)‘2 n® — 1 =0,00015 51790

En substituant ces valeurs dans la formule précédente, on

obtient la formule propre au calcul que nous voulions établir.

§ 6. Evaluation approchée de %‘-‘f

. v . !
12. Nous avons besoin d’évaluer approximativement -i—-l:—‘

pour u réel et voisin de I'unité par excds. Ce calcul est devenu

facile, moyennant les résultals qui préeédent.
Changeons s en u, puis s en 1 dans lequanon (2) et sous-

(*) Les sommes Zn™2 = $,, In"3 ="g5,...
(Voir Lacroix, Traité du calcul différentiel et du caleul intégral, t, 1M,

seconde édition, p. 149.)

2

ont été caleulées par Legendre.
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trayons membre & membre les deux équations ainsi obtenues,
nous trouverons |

. , I"(f—'+'1) 1"(
t'u | 11 - \2

i =C —
ZACEE r,(g“) r

— =) 2 (6 — P;{i —a

Done, par la formule (15) et par celle du paragraphe précé-
dent, il viendra..

S | e

IR IR

'5-5f+.-l_=ao 57721 5665  —0,18750915 (u —1)
tu  w—1 :
+0,05179 979 (u — 1 >—0,01467 803 (u —1)°
(16) ( 4-0,00452 576 (u — 1)* — 0,004 44 708 (u —1)*
| +0,00047 155(w—1)* —0,00013 318 (u —4Y’
+0,00005.435(u—1)*— . . . . ...

- —(u—1Ns,

en posant, pour abréger, connme au n°* 10,

@ = —(' -5 ’)'Z(; ;‘p) -

1-——-a +ﬁ!)

Nous:allons faire deux applications de cette formule.

13. Pr,emiére'application. Posons d'abord u — 4 = ;
I'équation (10) donnera, en changeant les signes,

66 -+ 0,09575 456 -+ -

— 0,01294 995 + 0,00183 473
— 0,00028 279 -+ 0,00004% 522
— 0,00000 757 -+ 0,00000 421
— 0,00000020 +....
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On trouve une limite inférieure du second membre en bor-
nant la série, qui a ses termes alternativement posilifs et
négaltifs, aux termes écrits ci-dessus, dont le dernier est négatil,
et en néghceant le terme complémenlalre 5 qux est posmf :

‘!

(8). ... . . . —— >150517qs
‘(é)

14. Seconde application. Nous allons supposer que u — 4,
encore positif, est < :7 Dans ce cas, comme le montre la

formule (18), le dernier terme (x— 1) ¢ de la formule (16) est
| inférieur en valeur absolue a

10046192 u )
Rellidutudeuiad P 0,000 17
12 143,5 ( z+’< 000178,

cette valeur s'obtenant en remplagant ,(us - g—;- 1’) par. la
quanuté supérleure g
" On a done par la formule (16), pom u ——-1 < m,en arrétant
la séne & son quatriéme terme qui est négatif,
tu LN 0,57721 xg . G878 0 05179 _0,01468
W ou—1 : 12 (12 12y
~— 0,00001 78
> 0,56192 29

§ 1. La partie réelle a des racines o. + Bi ne peut différer

de § que si | B | est > 28.(*).

15. Reprenons la formule (3), qui peu_i écrire

(19) y 1 1 t | 1["(%.’,;'1)

= — =iy +=—

"‘3"_‘-'P. 3"'"1, . 2 . 21‘( ')
i +
2

(*) Dans le manuscrit soumis a 'examen des commissaires, nous avions

-—2



(20)

la derniére somme s'élendant & toute les puissances p* des

nombres premiers. .
Nous aurons, dans ce paragraphe, 4 eonsidérer une sérxc:f

d’inégalités. Pour en simplifier Pécriture, nous conviendrons. -
que lorsque nous écrirons des inégalités entre quantités imagi- -
naires, ces inégalités se rapporteront toujours aux- parties
réelles des denx' membres. '

Soit, comme dans les paragraphes précédents, s = u -+ i,
oll u et ¢ sont réels; on aura d’abord

lp lp
—_—t y— >0
P"'_" 21’""
car cette inégalité revient, par la convention qui précéde, a
{
2 7—;{,)'-‘ ft + cos(mtlp)] >0,
gui est évidente, tous les termes de Ja somme étant positifs.

Changeons s en u dans la formule (19) et ajoutons membre
a membre; on aura, en vertu de l'megahté précédente, -

I
28—-p+2u—p s—1  w—1
(20). . o r'(é;m) '1"(g+1)_-
—--Iz’—i—é Z '_-l- .
' s . u

16. C'est sur cette inégalité (20) que nous allons raisonner
pour trouver une limite inférieure de 3 quand « différe de .
Pour cela nous supposerons que o + Bi est une racine de {s
ol « difftre de § et ol g > 0, et nous poserons, dans la for-

déduit la limite inférieure de B d'une formule que nous établirons plus
loin. (Voir le Rapport de M. Mansion.) La méthode nouvelle exposée dans
ce paragraphe fournit une limite un peu plus élevée.



(21)

wule (20), u == 2 ¢l t = B, donc s == 2 + Bi, Nous allons trans-
former, dans cette. hypothése, les différents termes qu: sy
trouvent,

Nous avons d’abord 2 étudier la somme L % - Tous les
termes de celte somme ont leur partie réelle posmve, car celle
de s est > 1 et celled « < 1. Nous diminuerons donc la partie
réelle de.]la somme, en limitant celle-ci 4 un certain nombre
“de ses termes. - E

Nous bornerons cettc somme aux deux racines a + B3i
et 4 — « + Bi qui existent foujours et sont différentes, a étant
supposé différent de £-(n° 3, 3°) On obtient ainsi, pour
s=2 4 Bi, :

1 1 i 3 %
{2 :
) ES——’9>24——-¢14‘1+a (Q-—-a}(l+a)>

ce minimum ayant liea pour a==4{,
~ Passons a Pévaluation du second terme de la formule (20:.

On peut I'écrire comme suit :

1
S Yo e

U—p 1—p

== — (u—1
Yo )E(u_,,)(. i
et, par les formules (15) et (14),

2

u__P=(‘2u—- 1)2;375,-—-(.;—1)0

0,046192 (u ,'f,,_,)
AT 2

u!

bAbh

LR

Dans le cas actuel, u = 2 et il vient

0,046192 (5 1 )

1 > 3 2 a +
92—, o+ B 45,5 144




(22)
Ce dernier terme. négatif est inférieur & 0,000968 en valeur

_absolue; le précédent se calcule par la formule (3). Il vient
ainsi

22 . . . D 2—:; > 0,068319.

. Nous arrivons malmenant au dermer terme de la for-
mule (20).

Pour =2, on a par la formule de Gauss, déja utxhsée au

“° )

Cr(ter) T

~ Substituons les valcurs "1) 22) et (23) dana Pinégalité (20),
ot on a u=2,s =2+ 3i; il vxendla a /'omorz, ) cause du
sens des inégalilés 21 et 22, _ _
. [ -, .6 \
1| [’(2 +.§‘)’

4 . B -
3 + 0,068319 £ T + | —xr 3 - ,
S P 1 r (2 “+ —g—&)

On en tire, en multipliant par 2 et 'en effectuant les calculs
numeriques,
rfs pz)
2 2
— 4 T ﬁ"
i
r (2 + %)

‘Remplagons encore ' : ' par son expression tirée de la
formule (9); nous aurons encore a fortiori, § étant positif,

@). . .

9,66998 <

g 1 8 & 2

6 log - — —
‘2»6998(02 l?p+[j’ '16-1—.8“*{—#@‘




( 23)

‘ot » 4 16 2 2
d’ol, en observant que oz > 5 — tmet o < g

B . i 1 64
@4) . . log> >266908—-l—§§—-ﬁ—’(6+.‘§;).

Comme on sait' déji que B est > 12, la derniére parenthése

est inférieure & 6,5 ; done

7
lonE>266998—r— > 2,617

B> 27.38.

On peut donc supposer maintenant B > 27,38 dans la for-
mule (24). Dans ce cas, la parenthése de cette formule est
inférieure & 6,1 et 'on a . :

100.58
| 266998 — — 28 _ 9
08 > 6699 grTET >26587

B> 28,558;

de 1A le théordme suivant :

17. TutoreMe. La fonction E(s) n'a pas de racine imaginaire
a + Bi on a diffire de %, ¢ moins que 3 ne soil plus grand que
28,558 en valeur absolue.

CHAPITRE II.

RECHERCHIE D'UNE LIMITE SUPERIEURE DR LA PARTIE REELLE
DES RACINES p.

§ 1%. Démonstration d’une inégalité fondamentale.

18. Posons s = u + li. Nous supposerons, dans tout ce
chapitre, que u est une quantité réelle, voisine de Punité par
excds, et que t est réel, positif et > 12.



(24)

L’équation (3), eu égard 4 Pidentité
v lp

—— =0,

C(s) p—1
peut évidemment s'éerire
' F'( + 1)
1 1 f 1
(25). . 2 o= -—élogz-.{.._.'_____._._.

ol @

S0 s—1 2 8
” e )
el I Ip
-2 [P =17y -—4]
Ona |
E-___lﬁ__'a E-I-E-—: V—Q)—-[_'cos milp + z'sin mitip],
P — pm Alp 1

on la premiére somme s'étend A tous les nombres premiers
successifs et les deux suivantes & toutes les puissances p" des
nombres premlers On aura done

J\E [P __1 ,_lf "] ézg—“(‘l + cos mtlp)

et la somme du second membre s'étend 3 toutes les puis-
" sances p™ des nombres premiers.
- Remarquons maintenant qu’on a I’équauon

1 — cos ﬂmllp'
: 3 - i
il viendra, en multipliant respectivement les terines de la der-

niére somme (qui sont tous positifs) par ———‘3%5—'3'—'—[’-’-, qui est
>0et L1, :

1
§(i — cos milp) (1 + cos milp) =

R 2 [P — o ] 2 e (1 — cos 2milp).

Afin d’abréger I'écriture, nous allons convenir une fois pour
toutes que, lorsque nous écrirons des inégalités entre quantités



(25)

imaginaires, ces inégalités se rapporteront aux parties réelles

des deux membres seulement.
Moyennant celte convention, I'équation (25) nous donnera

par I'inégalité précédente

|

o .

’ §— = g—14§ 92 ° 2 8
26). . / r §+1)

~—£ S ﬁz-(1 — cos 2mitlp) — e
‘ b = pm ' . Gu
Posons maintenant §" = u + 24. |
~ On peut écrire une équation analogue 3 (25) en changeant
le sngne des deux termes en u qui se détruisent et en change‘mt
s en 8’ dans cette équation; ce sera

F'(f——»—i)
) o1 \e
T —p s 1 g B7 21,(.« )

' l]r p ]t
-+ —_— : ~+
E[ pt— IJ tu
Divisons cetlte équation par 4 et ajoutons-la membre

membre 3 linégalité précédente. Les parties réelles des
sommes 2 se détruiront au second membre et nous trouve-

.TONS (§ == u + H, 8" = u + 21}

i i
—— e — .__._l g - -
2*—P+ 2\--0< 087 .s——1+2 s
(27)( . .
l"(—-+ i)
3¢wu i1 1 1 2
—-4- tw 48 —1 ‘ 8 )




(26)

Cette inégalité qui a lieu. entre les parties réelles des deux
membres est I'inégalité fondamentale sur laquelle se base notre
démonstration.

§ 2. Limite supérieure de (1 — ), qui résulte immédiatement
de Uinégaliié fondamentale (27).

19. La démonstration que nous poursuivons résulte déja de
la relation (27). On remarque en effet que, si u est > 1, tous
les termes du premier membre ont leur partie réelle positive,
puisque p a la sienne < 1. L’inégalité (27) subsistera donc
@ fortiorisi l'on borne le premier membre au seul terme de la
premicre somme relatif & la racine p'\rucuhére p=a + fi. Si
Pon fait alors ¢ == g, ce terme unique se réduit &

1 .

U— o

Faisons maintenant tendre u vers 'unité; il n'y a qu’un seul
terme au second membre de (27) qui puisse croitre indéfini-
ment, c'est le premier de la seconde ligne, qui devient infini
comme

3 1
hu-—1

Donc « est < 1, sans quoi le premier membre de (27) finirait
par surpasser le second. Mais on voit facilement que Pon peut
obtenir une limite inférieure de la différence 1 — «.

Nous ne nous contenterons pas de la démonstration géndrale
qui résulte de la formule (27), parce qu’il y a moyen d’abaisser
davantage la limile supérieure de «, comme on le verra au § 4.
Nous allons cependant exposer en détail cette démonstration,
parce qu'elle est plus simple que celle que nous exposerons
ensuite et rendra Pintelligence de celle-ci plus facile. D’ailleurs,
les calculs que nous allons faire ne nous seront pas inutiles.



(27)

20. Substituons au second membre de la formule (27) les
- valeurs suivantes, tirées de la formule (9) : '

‘lr'(l‘._;ii-n) TR 2u+2) 1 ‘(14+é);.
| & )

2 ? 2 (2Pt 3 u+2)t+ 2

21‘ (u+n+1) 2

2 .
(U2
I"(—-—— 1) '
Q‘R'l 2 * i loot Au-+2) 0( i (u+2)’)
ur2li \ 8L " (ur2past T \Gu+2t 8P

la formule (27) deviendra

1 i 5 ¢t (2 3t'u :
2 _I o e e ey e e ,t
(S)Es—P 425 <8, =3 ~pgm ~ Y

ol ¢ (u, t) désigne 'expression, évanouissante avec 1 : ¢,

-1 1 w—1 ©+ 2
N T Y e T U T

b w2 3 17 (u+2)’
— = B | ————— e — .
Alu + 2)* + A8 A6(e + 20 64\ ¢

Dans cette formule, & est compris entre — 1 et + 1.
On peut aussi mettre ¢ (1, ¢) sous la forme

(29).

(e —A)(n + 2)
Tl — 1) + 2][(u + 2) —E’]
3 4 —(u— l)(u + 2)
T E[{u— 1) A0 [(u + 2P + 407

’ 3 } 17 (u . Q)’
L S il .
| |b(u+2 64\ ¢ -«

Comme ¢ est > 12, les deux premiers termes du second
membre qui sont négatifs Vemportent certainement de beau-

p(uyt) = —3

(30).




(28)

coup sur le second des termes entre crochets si u — 1 est petit;
el I'on a, si ¢ est positif,

i l

(5")- « s s e ?(u, ) < m(u - 2)[ <

car, uétant > 1, u + 2 sera > 3.

21. Nous allons utiliser immédiatement ce résultat. La
formule (28) peut s’écrire, en abrégé,

1
$—p -’ut-—-l

_ 3 '
- (32) +3 log ¢t — m,

en posant
5‘ {2 'i(t;u | )
m=-—102r 4+ — 4+ - |-~ 4 ——~} — &,
8 8 2 & \%u w—1 ?

On a maintenant, pour © — 1 zig

5 A
r log = > 0,71545

L

3> 034657 5 — 1,48346...,

= 4.;-_——! > 0,42144 |

4

la dernidre inégalité se dédulsant de la fmmule finale du
n° 14. Donc

3(( u

> 1,4834 — m

22, Soit maintenant p ==« + Bi une racine de {(s); bornons
le premier membre de la formule (32) au seul terme de la pre-
miére somme relatif & cette racine et faisons { = §; il
viendra a fortiori

1

3 1
) N -~ h —
(33) I < i =T+ logp — m




(29)

en posant, en abrégé,

5 1
. e h==— cl m==1{,4834 — — .
(34) ) 5 cl m 168
On tire alors de la formule (33)
i
u—a> A
—— (hlqu — m)
du—

et, comme 1— o == ¢ — a — (u—1)

, —-—-—(u-—-i) (h log@—-—m)
'——«>-

1 .

4u——-l

+ (h log 8 ~— m)

Posons, pour simplifier, 2 pouvant éire chom arbitraire-
-ment avee u,

. .
(38) (w—1)(hlogB—m)=a, dou u—1{=

hlogB—m’

il viendra
: 1 ' X Aa®
Nmn2 hlogp—-m' 3 4 4r
Le maximum de cette fraction en 2 a lieu pour
A3—3 L. x—4xr 7 =
X == e e —— =T — —— I,
% ou 54+ 4x 4 '
On en conclut, par conséquent, comme V'3 = 1,73203,
7 - 1 ' 0,01795 .
36). . 1— (-—\/"5)
( ) 7 b hlovﬁ—-m hlogp— m

W3 —35 0,11602
(57)0 . 1‘ — 1 = 3 a — ! i60 -
blhlogB—m) hlogp— m




{30)

23. Si Pon remplace dans ces expressions h et m par leurs -
valeurs (34), il vient '

0,02872

38 . . . t—a> :
log §—2,3734 + —
_ 108

0,18563

(39) . . . w—Ade=- —
La formule (38) donne la limite inférieure de4 — « que nous
voulions obtenir. Mais, pour qu’on puisse Pappliquer, il faut,
comme nous 'avons supposé, que ¥ — 1 soit £ —1« Cela aura -
lieu, d’aprés la formule (39), si

log 8 — 2,3734 > 12.0,18563 — 2,2275
log 8 > 4,6009, |

et, par conséquent,
B > 99,36,

Remarque — Si Ton substitue cette valeur limite de p et de
son logarithme dans la foxmule (38), il uent

T - 0,0287

Si B est < 99,56 ou 100 environ, on ne peut plus appliquer
Ja formule (38), mais la valeur de 1 — .« sera au moins égale
3 cette limite 0,0128 que fournit ta formule pour = 100.
‘En effet, on peut toujours supposer ¥ — 1 = 42 dans la
formule (33); alors, g étant < 100, il est clair que cetle formule
donne pour u — a et, par suite, pour 4 — « une limite au
moins égale 4 celle que 'on obtient pour = 100, savoir 0,0128.



(31)
§ 3. Transformation de Pinégalité fondamentale (27).

24. Objet- de ce parugraphe. Dans la démonstration faite
au paragraphe précédent, on a négligé complitement les
sommes qui figurent au premier membre de la formule (26),
sauf un seulement de leurs termes, Nous allons reprendre la
démonstration en nous proposant de tenir compte autant que
possible de ces termes.

A cet effet, nous distinguerons deux espéces de sommes X
étendues aux racines p. Nous désignerons par ¥’ des. sommes
étendues A toutes les racines dont la partie réelle a est Z 4 et
par X" des sommes étendues a toutes les racines dont la partie
réelle est > §.

25 Recherche d’une inégalité relative aux sommes X'. Nous
allons d’abord chercher une limite inférieure des sommes ¥’
que nous venons de définir. A cet effet, soit #' une quantité
réelle > u; on a (1 étant lui-méme > 1)

H—a ° — «a w —a

(u—-a)‘-&—(t—-—-p)" Z u'-—-oc(u'-—-a)’+(t--p)“

» Mals . ohu > u> a, (hmmue quand o augmente et
acquxert sa plus petite valeur gz =1 > g~ quand a alteint
le maximum £ qui lui est assigné. Il vient done, en se rappelant
que les inégalités se rapportent aux parties réelles des deux

membres sealement,

Wy 3> ¥

S—p " WA H (W —af+ (=)

On a ensuite, pour 0 2« 4,

' —(1—a)

(@ — 1 4 a4 ({— )

U —a
(@ =« + (6 — B)
W—144+a (W—a)+(—pf U —a u

===

wW—a (' — 1 4+a)a ({—f)f u—4+a < w—1



(32)
et 'on en déduit, par l’addition de Punité aux deux membres,

' —(1—x=) w—zx 't w'—a g
i 3 2 + ’ H < ! ' ad ’
@1 (—BF " (W= —fF T WA (w— el (B

Pinégalité (40) devient done a /'orl[bri

, 3 w'-~1{ ,[ U—z ("1 +a)
d §eep 2 (Qu — 1)~ | (' —a+ ({—B) . (u’ —-l+a)’+(l-——[3)

Or, la somme au second memnbre contient maintenant tous
les termes réels de la somme non accentude

1

—_—,
gt 1 —

“étendue A toutes les racines 2, et méme deux fois ceux ol

)
2 == 4 §'il y en a. Done on aura « fortiori

(/pl) . sv‘_'!“_ > 8 — 1 V . !

-y :21:',-—-!2“:"u'+li-—-a-
£ {

Nous allons maintenant L])OHH' ¥’ de maniére 4 rendre
maximum le coefficient de la somme du second membre. La
dérivée fournit Véquation 2w’ — 1 == 4w’ — 1), d’oir {'on tire

' —1
’ e

‘(‘21[' . l )!

)

D =

CYRAL

de sorte que l'inégalité (41) devien;

] _
2——__ —é"‘u + li— '

Ajoutons & cette inégalité celle qui s'en déduit par le
changement de ¢ en 2¢ et par conséquent de s en &' (n° 18);
il viendra

v | o i o 1 1 1
—— e — —_—— ———e e = P e |
:'S" s—p 4 2‘ > 8 [Zu'-l-li——p 42u'+2li—p

£ §—p



(33)

‘Dans. le cas- particulier ot u — 1 ?%, et ol s a la méme
partie imﬂ:;i’ginaire ii =31 que I'une des racines p, on peut encore
ajouter 7 au sccond membre de cette inégalité, En effet,

celle-ci a été obtenue par la sommation d’une suite de relations
de la forme

A 1 U —a U — |+ a '
—_— = ) 7 P A B %)
s—p Bl (' — o) + (t—75 ('~ |+ a) +(l“"'(J)

ol u' == ;2 Considérons celle olt t = § et, par suite, s — p
= 1 — o} la différence entre ses deu). membres sera minimum
si 1 recoit sa plus %rande valeur ol } et o sa plus petite valeur 0.
Ce minimum est 55 et Cest u /orlwn une limite inféricure de

fa différence entre les deux membres de linégalité obtenue
apl ¢s la sommation.

Dans la suite, nous supposerons toujours que s a la méme

partie imaginaire qu’une des racines o, de sorte qu on aura
{'inégalité

2’*1—‘ + i?,._l_ > 1[)“ LI

s—p 4= 8'—p " B = wsli—p

. 1 £ 23

bty +"M—-——o 39

26. Recherche d’une inégalité relative aux sommes X''. Les
sommes X se composent des sommes X' et L (n° 24); on
aura donc en vertu de I'inégalité précédente

" 1 1 r
Y Y rm <[ 3 13

1 1 1 1 T 23
iyt Lty 1 ]B
Sl=uw +~l—p S~y 4 21— 39

Remplacons au second membre la premiére quantité entre
crochets par le second membre de I'inégalité (28) et la seconde

Tome LIX. 3




(34)

quantité entre crochets par le méme second membre de (28),
‘ot I'on change seulement u en u’. Je dis que I'on aura a for-

ttori
| ’ 75 ¢ ) 23
~log—~— {2} — —
"‘8--p+ 28—-{4 b(&ogn -39
. 3¢u
() | — e+ v
5 ¢u ,
5‘5‘7-"?('&,0

Comme nous avons remplacé les deux crochets par des
quantités plus grandes en vertu de l'inédgalité (28), nous
devons encore justifier que leur différence a été augmentée en
“méme temps. Pour cela, il suffira de montrer que la différence
des deux membres de FPinégalité (28) diminue quand u
augmente et est, par suite, moindre pour % que pour u.
La diffévence entre les deux membres de {28) est la méme que
celle des deux membres de (27) ou de (26). Celle-ci, d’apres la
mamére dont la formule a été étabhe au n° (18), a pour valeur

l
> pﬂ (1 -+ cos mllp) — 2 o (I — cos ‘hntlp)

et, en la mettant sous la forme
iwlp
o 2
5 & ;--—, (1 + cos mtlp)

on reconnait immédiatement qu elle diminue quand u aug-
mente. 1.’inégalilé (44) est donc justifide.

Reportons-nous encore au raisonnement que V’on a fait au
ne 20 pour passer de la formule (30} 3 la formule (31). On peut
reproduire sur la différence des termes correspondants de

w(u,il) et de 1 5 ¢(u',0) le raisonnement que 'on a fait sur chacun
des termes dc ¢(u, t). Il vient ainsi
1 i1

' .
U, l) —~o' 0 & — 4 ——.
9(:) 8?\ FS Tt 3 161



(38)

La formule (44) peut donc'se mettre sous la forme suivante,
analogue & celle de la formule (32),

" 12 5 1 55
£5 e
(43) E s—-p+ 2 §—np 4u——1 64

logt— m,

en posant, pour abréger,

3 1 t'u 7 (5 :

m=— ) e — =l 4 12
4 \u—1 Lu 16 \4 _
3t 23 9 1

32t 39 816¢

 (46).

o 1 ., 3
On a dans cette expression 4 — 1 < 55 et ' = 3.

§ 4, Limite inférieure de (1 — o) qui résulte
de la /ormule (45).

- 27. La valeur de m donnée par (46) se calcule au moyen
des résultats obtenus aux numéros 13 et 14. Ona, u ~ 1 étant

"<*'3§etu egala

.5_( +55)>o,491.4422
4\u—1 tu/
oc'f

— o5 > 044111 08

7 {5 |
% ( Ir + za) = 0,92927 60

On peut done faire

(47) m = 2,08157 23 91
ST Slbl



(36)

28. Limifons maintenant le premier membre- de. la. for-.
mule (43) & une seule racine: a + Pi et posons ¢ =, NI
viendra a fortiori

[t 3 1
< __4+hlogp—-m

U — o bu

35
A8). . . . b=
(48) Y
9
m == 208157 23 — —s
A 1285

29. Cette formule a exactement la méme forme que la for-
mule (33) sur laquelle on a raisonné au n° 22; il n’y a de
changé que les valeurs de /i et de m. Cette formule se transforme
donc exactement comme celle du n° 22 et Ion trouve les
formules correspondant A (36) et (37)

4. 0,0179492
hlogﬁ—m hlogﬁ—-m

(49)  1—a> (-—\/5)

25 —3 0,14602;5-4
4(h log p — m) __h, logp—m

(30) w—1=

En remplacant maintenant % et m par leurs valeurs écrites
plus baut, ces formules peuvent aussi prendre la forme

R
m
logp ——

1) I B

en posant, en abrége,

p == 0,03282 14

(52 . . .. oqm 9



('37)

80. Pour que ces formules soierit applicables, il faut,
comme le suppose la démonstration, que la valeur de (u — 1)
donnée par (80) soit inférieure a :—1 [1 faut donc que Von ail

hlog p— m > 12.0,116025 = 1,5923.
Cela aura lien, m étant < 2,08187 23 (form. 48), si

hlog B > 3,475877,
log £ > 6,35223

et, a fortiort, si p > 574,

Dans ce cas, on a 9 : 70 § < 0,000224; la formule (52)
donne

™ 5806079
n

et, en substituant cette valeur dans la formule (51), on obtient
le théoréme suivant:

31. Tueortng. 4 partir de > 574, on a, enlre les parlies
réelles et imaginaires d’une racine « + i de § (s), la relation
- 0,03282 14
log § — 3,806

(53) « « v . . A—a>

Si B est £ 814, lavaleur de 4 — o sera aw moins égale a celle
que fournit cette relation pour p = 574.

La derniére partie du théoréme reste seule & démontrer,
mais il suffit pour cela de reproduire la remarque qui termine
le n° 23,

32. La formule (33) peut encore s’écrire sous une autre
forme, qui est plus avantageuse au point de vue des démons-
trations ultérieures.



(38)

Comme 3,806079 est le logarithme naturel de 44,9737,
la formule s’écrira aussi sous la forme plus condensée

(54) « v o o 4 . 1--a>lp_’im

ou l'on a | -
p == 0,03282 14
n == 44,9737

C'est cette formule (84) que nous allons appliquer main-
tenant dans la seconde partie du mémoire (*). '

(') En établissant la formule (54), nous n’avons pas encore tiré tout le
parti possible de Yartifice utilisé au § 3. Nous indignerons dans une note
i la fin du Mémoire Je moyen d’augmenter légérement les valeurs de p
et de n. Ces nouvelles valeurs seront applicable: également dans la
seconde partic du Mémoire.




DEUXIEME PARTIE.

Lols asymptotiques relatives aux nombres premiers.

CHAPITRE IIL

£VALUATION DE QUELQUES SOMMES OU FIGURENT LES RACINES p.

§ 1. Evaluation de la somme X > ,‘

f>8 8

33. La somme indiquée dans le tiire de ce paragraphe est

- supposée s'élendre i toutes les racines p = o + fi pour les-

quelles 3 est positif et > b. Nous supposerons que b ést assez

grand pour que l'on puisse appliquer Pinégalité (84) du ne 32
dans tous les termes de cetfe somme.

34. Rappelons d’abord un theoréme établi par M.von Man-
yoldt et que nous aurons 4 appliquer (*) :
Sih et k sont deux nombres réels vere/' ant la condtuon

tgi-—-—-l‘ib&-l kT h —4,

le nombre des racines o + i, pour lesquelles B est compris entre
h—keth + k, estinférieur d kih,

35. Pour utiliser ce théoréme, écrivons la somme & évaluer
sous la forme suivante 3

2_;1—‘?/«-1'
pl-u pl-—!
on L1,

(") Zu Riemann's Abhandlung : Ueber die Anzahl der Primzahlen
unler etner gegebenen Grdsse. JOURN. F. DIE R, U. A. MATH., B. CXIV, p. 265,
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On a, par la formule (84) de la premi¢re partie,

3/“" 1 by
ﬁ‘“ <é:..!g [T

La dérivée par rapport 4 £ de la fonction.qui est au second
membre est, & un facteur positif prés,

ply — (1 — e)_(l {)

n

cette fonction deviendra done 1lxaximun1 pour

ly V
‘E = '.-p_i..’ d’oﬁ p =3 NE "‘
n I —¢

).

et ce maximum sera

~av{iTEy
—— c .
n'-t

- On a done
ya ] Ovm . '

(2) = fﬁg ni-¢ 34).‘& E?E':'

36. Tou! revient donc maintenant 3 l’év‘xluanon de cette
dernidre somme,

A cet effet, désignons par 37 une somme étendue aux valeurs
de B eomprises entre 7 et s; on aura

i 542k bt .4 6k
X}
e DRI PR
g>b P - 8 brak  4yik

et, par le théorédme de M. von Mangoldt (n° 34),

5 1 TUb+ k) L +3k) '
(O). . ‘go-(;'::< k[ b"f“ +(b+2k)'+!+..-J.

Mais on a d’abord, par fa formule /(e + z) < la +Z,

b + 3k)  Lb + 2k) P
(b + Qk)'ﬂ (b + 2k + - 21{)“_,’
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ensuite, en intégrant par parties, on a

/‘" Ub +x)(l.r (. +2k) / xl(b+x dx

2% (b~+x)'+¢ (l)-‘i-?k)""‘ 2k (b + 3 )
® alx

Qk“ (b )t

Si donc b est assez grand pour qu'on ait

" o :r[(b + x)dx >/”‘ xdx 2%kt
e )-/ b+ =+t : (b 4z N (b + 2k

ce qui aura certainement lieu si /b6 > 2 (*) et ce que nous
supposons (n° 33), il viendra

l(b + 3k) ¢ '/"" (b + x)dx
(b + 2k ‘2k (b + x)t+¢
Comme cette relation s’applique aussi aux termes suivants

de la formule (3), il viendra, le premier terme seul au second
membre n’étant pas transformé dans cette formule,

- I ki v lpdx
() . Y. < ( *k).-p%/ %
e/

[;;‘b §I+£ . bl+5 m4+s

On trouve, en effectuant I'intégration,

® lxdx Ilb+ 1 ® d.r i I |
/ Ot et e peer ] R el

1 ]

(*) On déduit, en effet, de lb > 1 + 1

/‘sk zl(h + T)dz > / % pdr . / % pdx
. (b + 1:)‘!'*'! (b +- :v"ﬂ-l-s Y (b + Qk)"_t;
0 o

> xdx 2k
(b4 .r)’\‘s + '21:)?-*"
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et, en substituant dans (4),

I 17
(5. . . . 26 5w < g o [lb . 6]
37. Si I'on porte cette valeur dans (2}, il vient
6 gt [kl(b B b4 ] I

—
3 i-€
S B n'-h°

b YR
lette formule, ol Fon donnera & % sa plus plus petite
valeur k = 1,5341 (n° 34), renferme encore un paramétre
arbitraire ¢ > 0 et < 1, que Yon peut particulariser de
différentes maniéres. . |
Cest ce que nous allons faire au paragraphe suivant.

§ 2. Cas particuliers de la ﬁ)rrﬁule (6) qus. précéde.

38. Premier cas particulier. Si I'on désire obtenir la for-
mule la plus avantageuse au point de vue asymptotique, cest-
a-dire pour les va!eurs mdéﬁmment croissantes de y, il faut-
poser :

ce qui rend minimum la valeur principale du second membre
de (6). Sil'on observe alors quel'on a
I

s )(4 E) 1
cm— e el — — — — —
— > : o/ T T T2 2

d’olt
1
oV ply

e — — 4
Vi — ply > Vply — 5=
la formule (6) prendra la forme

(4)......S"’

-1

< A plye*rh,
e
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ol A est une quantité qui reste finie. On peut faire, b étant > »,

e

e VW [ th l.l(b -+ Ic)]
2. . . A= 1 + -+ 2
2n l/ply bply

Comme la valeur de A n’est pas trés petite, la formule (1) ne
devient avanlageuse que pour de trés grandes valeurs de y. On
peul obtenir d’autres formules également utiles, en donnant &
¢ une valeur fixe. En voici un exemple.

39. Deuxiéme cas parlzcuher On obtient une formule simple
endonnant A ¢ la va}eur- Si, en outre, pour déterminer com-
pletement la formule ’6) nous y posons b = 34 = (23, nous
obtiendrons

@ . . ... 3L 001611 eV,
;i>m

Car on trouve, tous calculs faits,

1 kU5 + k 8 8
[l( +)+-——1- }(OOMH
ZCRELY R 3
Rappelons, 4 ce propos, les valeurs de p et de n (n° 32)
p = 0,03282, n == 44,97357.

§ 3. Evaluation de la somme )_,-"—-7;,- ou o*
40. Nous supposerons dans le paragraphe actuel que cette
somme s'étend A toutes les racines o + (i sans distinction.
Nous pouvons déja la partager en deux parties, la premiére
2’ étendue aux racines « + 3i ol « F &, la scconde 2" tendue
aux racines ol « > §.
On a donc

W . . /Y _Jas+pz+2 B
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41. La somme 3’ a comme limite supérieure la valeur

obtenue en supposant que o =4 pour toutes les racines. On-
a done

w Pt _ 9 2 = 00462
-t ‘5’ Vo ol +§ \/.;/'

par la formule (5) du n* § de la premiére partie du mémoire.

2. . .

42. Passons A la somme 2". Nous pouvons aussi la par-
tager en deux parties

" ya—i . ) " ya-l
modg-:b ot + Bg ‘mo§>6 a® + ﬁg
On a identiquement

'Y ' 17 -4 :2” . 1 —a

i a"+p’=‘-‘ a’+{3’ (i-—a)’+p'*

+$|”'—(l—2 I"‘“a

—l., *_pi '____a)i_*_pi

La différence écrite en seconde ligne est négative, puisque
1 — a < «; ensuite la somme écrite en premiére ligne ne peut
surpasser la somme non accentuée X m—lj—_-g—;, il vient donc

v * 5 < 0,0231.

.
motﬂgd’a 'li + ﬁg -~ ﬁt’ -+

Enfin, comme, pourf < b,onae—1< -—75-_’1—!", it vient

Gr ... ST <o
mol B «® + ﬁ
Considérons maintenant la seconde partie
v Y ! |

d ‘!..
modpss @ + P
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. Celle-ci est inférieure 4.

NS Y

3 .
u'.ocﬂ>b .B

Les formules des deux paragraphes précédents nous donnent
une limite supérieure de cette somme. Elles nous donnent,
en effet, une limite de

X=-1

S‘\ ya-l
14;‘5 IS'i

Dans cette derniére somme, on ne tient pas compte d'une
moitié des racines qui correspondent aux valeurs négatives
de 3; mais, dans la somme précédente, il y a aussi la moitié
au moins des racines qui ne figurent pas, celles ol « Z 4. Les
racines négligées dans les deux cas se correspondent deux & -
deux pour les mémes valeurs de 82, nous pouvons donc faire
usage des mémes limites.

43. En substituant ces valeurs, on trouve, suivant celles des |
deux formules (1) ou (3} du paragraphe précédent que Yon
utilise, ' - : ”

a-t 00462 - -
@ S-L 22 0,025 6HF 1 Aplye .
o+ F 7y

ou bien

«-i 00462 0,025 _
¢, LS Y G002 003 br61e o v,

“2 + pi V‘;I' yo,om

car dans cetle derniére formule b = 625, b == 6,43773.
On a d'ailleurs dans les deux formules

p = 0,03282, n == 44,9757
{n = 3,806079

et I'expression de A se trouve au n° 38.
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44. L’examen de la formule (4) permet d’éerire aussi immé-
diatement la formule, commode au point de vue des con-
séquences asymptotiques,

y o Vil
(6). s . e s+ s e Zm < Bplye 2Vply
ol B est une quantité qui reste finie quand y tend vers Pinfini
et dont Pexpression compléte, assez longue, s’obtient en rem-
placant A par sa valeur (2) au n° 38 dans la formule
. 1Y o . .
B = A + 0,0231 e-n'.,"_”';.;.:v,;,, -+ -—-———-0'0462 evru.

Les formules (4), (3} et (6) montrent que la somme que nous
étudions tend vers 2éro quand y tend vers Pinfini. Mais, 4 cause
de la petitesse de p, cetie déeroissance est extrémement lente et
ne devient considérable qu partir des valeurs de y ayant au
moins une centaine de chiffres. C'est, en tout cas, tout ce que
Pon peut conclure de ces formules. s

45, La somme que nous étudions ici reviendra souvent dans
la suite. Pour abréger I'écriture, nous représenterons sa racine
carrée par ¢, ou, en d'antres lermes, nous poserons .

oc‘l

() P a—-za 5

Laa quantité ¢ est donc une quantité qui tend vers zéro quand
y tend vers I'infini, et les différentes formules de ce paragraphe
permetient d’en déterminer apprommatwement la valeur
quand y est donné. :

En particulier, la formule {6) donnera

® . . . . .. ¢ VBV plyeVrs

ol1 B cst une quantité qui reste inféricure 2 une limite ﬁxe
que 'on pourrait facilement assigner.
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De 14 découle le théoréme suivant :

48. L’expression désignée par ¢ est infiniment petile en méme
temps que 4 .y et elle est d’un ordre de petitesse au moins égal
é celui de 'expression

Vilye
oit p == 0,03282.. :

CHAPITRE IV.
FORMULES ASYMPTOTIQUES.

§ 1. Evaluation de Zilp.
- Py '
4%7. Fai établi, dans la premiére partie de mon Mémoire sur
la théorie des nombres premiers (ANNALES DE LA SOCIETE SCIENTI-
FIQUE DE BRuxeLLEs, t. XX), ne 82, la formule |

{ | - 1¢
21’-_“21,; by —C — 1 4 )
(1) » ey I Y pey y & (o)

2 U Yy
Ll —1) Qm(ﬂm 1)

Dans cette formule, les sommes du premier membre sont
étendues 4 toutes les puissances des nombres premiers qui
sont inférieures 2 y.

En d’autres termes, on a posé, en abn,gé

2 Ip=2[p+ 2.1p+u--

phicy . p<y p<yt

{ { l
S=3 T3 5
pe<y P p<y P peyi P’

On peut aussi remplacer dans le second membre = par sa
valeur connue
5'o
— == {(27).
Lo
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48. Multiplions (1).par dy el intégrons de 1 3 2 ; il viendra

I-)
.32 /’ ys‘t,,=x la.-l)+1—-(c+l)(w--l)
o pm Y¥r<

t() aP___l —'2m l
PRI Sk B T Sl
o p(p—-—l) “Am¥2m + 1)

Mais onAa par (1)

t'() ) xf -Sm
?.«-—-)l;—-.rl.r--4+(;.r — T S (DAY
o™ (i ( ) + ta ~ o{op— 2""' (2im-+1)

De cette équation soustrayons la précédente; it vient

*=d t'o 1 :
/ & slp._;x——l——(%-*-(,)-e-——-—s‘ — Y !

J pm<y ?.') !( l""'?) "‘4’.”2(?”""*‘1)
KO .'I.'P x—!m
— lx —— ot - o, #
to - St =~ bt

49. Remplacons dans celte équation x par (1 + k) z, ol k
est une constante positive quelconque, et soustrayons memble
A membre nous trouvons, en divisant par k,

o k) _ L C
/ ‘lJ\lp:x—(l+L) 0
k ot ko to
, (1 4+ k)P —1 xF
v} — et e, e
(I + k)t — f ™
- 2 k m®

50. La somme qui est sous le signe d'intégration au
premier membre étant constante ou croissante, on a

—S‘ p

v pm<' ] pincd + kjz
x z x

:(l-}-k;zdx 1 Wtkx dx 1 ' {t1h)x dx
—_— z- l —1
/ z <k oz 21 <A 2 P

x
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c’est-a-dire

P"'<-= pm<(lt-k)x

La premiére de ces inégalités donne par (2)

l(1+k) 2 = l1+k)¢'o
(4‘) Mg k .go
s. (1 +k)P-—1 xf A4k ™™

9" k am® |

Changeons dans (2) et (3) x en ==+

nous aurons de méme,
par la deuxiéme inégalité (3), '

1+A'

1+-k) X [(’ +k) &0
—— Iy = ) 50
k p'zc e t+k k  to
1—( 1+Ic P af 1—( 1.._],, +om ot
i Y -

(8)

Ces inégalités (4) et (5) peuvén‘t aussi s’écrire a fortiori

kx (l +k)“+-1
'I 2 lp<l(1 + k) to E (1 +]f)

| pn<x

?’"
S“ - k) )

ST R m
o kx Z;o (1 + k)= +1
< .._____..___.
p.;s‘-;,p>( Wi+ k) to —2 0~ k) {i
2(1.‘_}») LY | x° ~m
A~k) am®

(6)

B1. On est ainsi conduil & prendre, pour valeur approchée
du premier membre, la demi-somme des seconds. L'erreur
commise A sera inférieure d leur demi-différence.

Tome LIX 4
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Posons en abrégé
1 k2+-4k)

7). — = g
% Y B
on trouvera
. C' (4 + k(1 k)% [P
,§ﬂ°“+w +2 A + k)|

‘8) | )Rm_(i __‘_k)—?m m-!m

E(l-kk A
AU+ k) am

et 'on aura

: I*x 24+ (1 4k (4 + k)= |xf
O md A< e ht 2w |
'_' ~m_ ~200 ne—2m
+22 (1 -+ Ry (4 ) -

(1 k) 4m?

B52. Observons que l'on a toujours
.

2 (1 4+-k)F (4 k) )< 20 (1 + B -(d - K) & bt T’i}?
.

on voit que nous aurons a /omon en néghgeant une somme
négative,

k* <« 2%t il
| mOdA(Q[m(i 20&*‘@2) l(ﬂ-l—’;,)za +ﬁ]

On a posé, en abrégé,

xa-—l

a!+ﬁ2

== 0",

de sorte que I'on aura

dA k* . 4ot
mod & <3 [(1+kt(4+k(+")+t(i+k)]
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Ensuite, comme on a, par la formule (7),

1 b+l +w
1M+ k) k k'

1+ -

2

il vient

_ t -k !
modA(% k1 + o%) + h ’w’:] il

i k 1+ &k
9
¥ & i +w
m°dA<§L"""(E+"+")”']| Yy
| 2
. Donnons 2 k la valeur
(“)) « s+« 8 & & s k=90‘;
il viendra '
| 1
my. . .. nxtr¢lA<“’x[a+a +;aﬁ]':*;{”.

2

L’évaluation de A est donc ramenée par cette formule 3 celle
de la somme o2 qui a été étudiée au paragraphe 4 du chapitre

précédent et A celle de w que nous allons réduire aussi 3 celle
de c.

53. La formule (8) peut se mettre sous la forme

go
(12). . . . . ler_—(g.*.e)x_?o_

» i<
en posant
b+ k) —(1 k) {af
(43) e 2 21 + k) P’
- ?(i -~ l‘)im__(' +k) 2m -2m t A
201 + L} /nn Tt

et w est donné par la formule (7).
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54. En vertu de l'inégalité

: % + K
A+ —+ k(A + By —(1 + k= T
on a
?(-l + k)% — (1 + /i)."“ x?“’v < %k + k? %=t .
o 201 + k) P _ 2(4 + k0 + k) o +

Opérons comme au n° 82 ; faisons la substitution

a~1i
-f;-—-.a - U!
’
a® +

remplacons (2k + &%) : 2(1 +« Bl -+ k) par sa valeur 1 + w,
on aura

(14) E“ -+

x?*!

ky* — (4 + ky=
A1 + k)

<t + w)d® |

P2

Considérons maintenant la quantité w qui est donnde par la
formule (1) ; elle est positive et 'on a, par (7),

k. k* S _
ko — L .
9 3 22 354 435
=" = PR
A e e = eae S T T
£2 23 12 23
done
k 3k
k? ! TR + 10 &
P e L (k- B
2 5 T = <6( + k)
'-4--;)-—-—-—-

et, k étant égal 3 20,

8) . . . . . w<§«*(4-—ﬂa+w)
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La derniére somme

s (' - k)’m___(l +- k)-!n x—!m-—l
ol -+ K em?

tend avec une grande rapidité vers zéro quand z augmente.
En effet, elle est inférieure 3

1 i | (l +k)”“ . k ! (t +lc)’ at

AN+ k) = “hm* \ 1z NI w7
Mais on a k= 2¢ et, en remplacant ¢ par sa valeur, on en

tire | | |

par la formule (14) de Ia premidre partic du Mémoire. La
somme en question sera donc encore inférieure 3

=%k | (1 + I;)’ = (1 + ky 1
48100+ B) g 40z \ RTERV ey

x -

‘et 'on aura, en définitive,

. 24 3+ k)‘!m___(.' -+ k)—-!m x_im..g . i
. 21 + k) 4w < A

En substituant ces différentes valeurs 11, 14 et 16 dans 13,
on trouve

(16) .

mode £ w (1 +w)(2o-+a’+ I fa)...xi‘l/;
") 3 1 .
w4+t + w20 + )+ + xg‘/;
puis, par (18), il vient u fortior:
17) |nods<°2a+go’+c‘+§a‘+ I_.
3 aVx
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L'évaluation de ¢ se raméne done enfin & celle de la somme
« xx . . .
X ;;;_—5; == ¢” que nous avons faite au chapitre précédent.

&5. En rapprochant la formule (17) de I'énoncé du théordme
du n° 48 du chapitre précédent et en observant que y est rem-
placé ici par z, on obtient le théoréme suivant : ’

St U'on pose ' '

fa quantité w lendra vers zéro quand x tendra vers Uinfini, et
cetle quantité sera uninfiniment pelit d’un ordre de petitesse au
au moins éqal d celui de Uexpression

| \/ plre=VeE.
ot p == 0,03282...

58. Si Pon remarque que I'on a |
2 Ip—2 E,I,)='E—-— 2"-&-_'2 —J--<21p,',
<y - pmay p<y p<yi _»<y$‘ py

on reconnaitra immédiatement que la différence entre
Xip et Xlp est de Yordre de VY. On peut donc énoncer cet

p<y <y
autre théoréme analogue au précédent :

Le rapport _
1 2 .
z &P

p<z

ot la somme s'étend aux logarithmes des nombres premiers < x,
est de la forme

1+ ¥1a

ou ny esl infiniment petil avec % et d’un ordre de pelitesse au moins
éqal d celus de ‘ ' '

l/p—lie“’;‘-"'

ot t’'on a encore p = 0,03282...
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_Ce théorérhe entraine aussi le suivant :

57. On peut assigner un nombre fixe H, indépendant de x, et
tel qu’il y ait toujours au moins un nombre premier compris
entre

x et z -+ HV plre—Vi g,

Les calculs qui précédent permettraient facilement de
trouver une valeur de ce nombre H, mais, comme elle serait
assez grande, son calcul ne présenterait pas grand intérét.

§ 2. Evaluation de = -l%'
. pmLT v
B58. Remplacons dans la formule (1) du paragraphe précé-
dent Xlp par sa valcur tirée de la formule (19) et changeons y
en x; il viendra

Ip
p»;;:P lm-.c-*-!-_zp(p - 1) ,,2.‘2m(2m+4)

L’évaluation de ¢ se fait par la formule (17) du paragraphe
précédent. Il reste done 4 évaluer :

e
§ o —1)

Cette somme est inférieure en valeur absolue 2

? xa-l m¢-l
“Ve V(1 — a)t * l—)x.
+FVA o p (a® + ﬁ’)\/i “+

Les termes de cette derniére somme sont 1nférleurs A S =3 _‘_ﬁ,,
sauf si « > 2, et, dans ce cas, 3 étant > 28, ils sont mfémeurs
a

xa-—l -1

1,0006% ———
=< 100 a-lr-ﬁ’

»(a’—l—l

(287
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1l vient done

mod 3

Nous sommes.done ramenés encore une fois aux évaluations
“du § 4 du chapitre HI.

On déduit de 12 et du théoréme du n° 46 le théoréme
suivant :

< 1,00064% o*.
p-—-“

59. Si lon pose
) .
pin <z !

la quanlilé v, tendra vers zéro quand X tendra vers t’a’nﬁni’ el
elle sera un infiniment pelit d’un ordre au moins aussi élevé que
~ celui de Uexpression

Viple e
oi p = 0,03282. |

80. On peut établu un theoréme analogue relativement & -

la somme
lp

p<zP 1

qui s'élend aux nombres premiers <& x. En effet, les deux
sommes

t ‘
2 L by ip
pcePp—1 pinzs P™

ont une différence égale A

p<=z | p<z [

3L+ LS

pmas P p>z% 'P" po>zh P
et par suite inférieure a

lx[Z—-—+ S -'-+.2 _1.,,.]

n>se n u>z§ n ,.)L{ n
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ol n est maintenant un entier quelconque. Le premier des
termes entre crochets est le plus grand et le nombre de ces
termes est égal au degré dela plus grande puissance de 2 con-
tenue dans z, el ne surpassera pas li; La somme ci-dessus sera
donc évidemment inférieure 4

(lof o + ()

(2 ..:V; Wzl

et tendra vers zéro plus rapidement que la limite assignée 4 n
dans le théoréme préeddent. Donc la premiére des sommes (4)
vérifie ce théoréme comme la seconde.

Dol le théoréme :

61. Si l'on pose L'équation

. , 1 .
A quantité o tendra vers zéro avec s el elle sera d'un ordre de
petitesse au moins égal d celui de la fonction
Vi;l_; e——\’;;i;,
oi p==0,03282...

CHAPITRE V.

NOMBRE DES NONHBRES PREMIERS INFERIEURS
A DNE LIMITE DONNEE.

62. Pour simplifier I'écriture, nous désignerons par F (z) la
fonction qui exprime combien il y a de nombres premiers < x
et nous définirons une autre fonction f (x) par I'éguation

4 1

)« - - M) = FE) + ZHaH - R - o
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63. Nous allons utiliser une formule que j’ai démontrée
dans mes Recherches sur la théorie des nombres premiers au
n° 28 de la premiére partie, et que voici :

{ 1 I 4
2"%"‘"‘;‘2/2’=—Eﬂ-——1‘ —i-( ! ——l)x"‘
(2) pm<,p X Pm<x x CO tu ‘— [
uxf-* ux~

— P —————— ——— e ——

< plo — u) ~ Am(2m + u)

On a, dans cette relation,
o
EJ = l(er),

et I’on peut, si Fon veut, substituer cette valeur dans I'équation.
Le variable u est quelconque, réelle ou imaginaire.
Multiplions I'équation par du et intégrons de u 200 il
viendra
1 1 1

- —s nrn

ip

mp™ e 82,

' z;f” xl-u /O (.’B"" t;'u)
— — e e — e (lu-
xlx Zo lx J d—u tu
® pxf~"du te urtrdu
— 'S - N e
(p—u) . 2m(2m + u)
Posons u = 0 dans cette équation et supposons que Pinté-
gration se fasse le long de l'axe réel. Les fonctions sous le

signe resteront finies et continues dans chaque intégrale et
I’on aura

f 1 1 to xr . o [ gt 2;'u :
f(x)—-i—E lp= ——-—-—+_/( — )du

x &2, x %o Ir f—u u

3 /"’ uxf“"du /' nx=*" - vdu
-;B p(p-*-ll) -~ "’m 2m + u}

P

(4)




(-89 )

64. Nous allons maintenant transformer ces différentes inté-
grales. En introduisant des termes qui se détruisent, on peut
derire Péquation suivante, dans laquelle les fonctions restent
continues sous les signes d'intégration :

n:o(xl u cu) Y P ] l—udu
/ —— e — Ny = hm +/
; {—u tu A—u
2 jp! o0
A= ').mn../ ,
tu w—|

-t du e pt-u__§
-+ hm / du.
u— I - 1—u

142 (—!

- Le terme écrit en dernidre ligne est nul; celui qui est écrit
sur la ligne précédente a pour valeur

— [log (. —1)zu]t — [logtu]?= log (— to) = — 12,
car la relation (voir mon Mémoire déja cité n° 4)

2
(1 —-—a)~—(~c)—ﬂ—)— cos —--I‘(s) %(s)

donne, pour s =1,

ST
Q05— )
y 1 9% A
0) = Jim~ —— — — .
(} s=t T8 — 1 -9

Il vient donc

"0 1-u ’ 0 l-ud
/ (“’ --E-'f)du“—lﬂ-»hm .._/ el
1—u {u 1 —u

0 1+

Mais, en faisant le changement de variables

b

4 — U= —,

lx
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on trouve

/‘ 1=t pl-vdy f" dt o pt-sdu “*
; f—u ./ f—u _/ I

148 [
Par suite,
( z c") d 2+L
/ 1_u--a-‘- u = — (2 + Li(x),

5 - . L ]
" L@ —tim [+ [
= + ———
=0 . i

142

Passons aux intégrales suivantes de la formule (4).
On a, par décomposition puis intégration par parties,

© wrP-slx § e @ po-wely
: e o — / x~*du 4+ /
J  pp—u) po - F—u

. ﬂ—u
= ——— 4
pla: pl.z: / (p —u)?

® |
A @ - “du
Tl (p—uy
4 .
De méme
7 @ yx~"du I ™ du
(7). Im2m +u) Az ) (2m o+ uf’

Substituons les valeurs (5), (6) et (7) dans (4}; il vient

LI

. S /'(x)__Lg(a.)—-lZ+[—; E lp—-,l,.._.c_.‘.’.]
(8)

1 ® xf-%du ® p-tm-sdu
( —E[;/ b—up f (9'"“‘)’]
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Cette équation est celle gui parait donner I'expression la
plus commode de la fonction flz).

65. Si 'on remplace'dans (8) le premier crochet par sa
valeur déduite de la formule (12) du chapitre précédent, il vient

() == Li(z) — (2
(®) Moy 75 e 5 froa7mrdu
iz [s.r 20/ (p— ) 2/ (Qm-l—u)’

La valeur de e est donnée par la formule (13), et la for-
mule (17) du chapitre précédent en donne une limite supé-
rieare propre au calcul. Comme ¢ tend vers zéro avec— la
la formule précédenie montre déjd que Li(x) est la valeul
principale de F (z).

il reste encore & évaluer les deux autres sommes qui figurent
dans la formule (9). On a, par intégration par parties,

/ xf~"du xf 2 /= xfrdu
- — »
(F"W k) Gou

0

ensuite

© gfvdu ®g%~*du  x*
mod . L S ==
0

(p—u)* . g Bl
()

il vient donc

10) d :rf“"du . 2 (l | ) v x*
( ne / (p — u)’ Ix (l::)” (120/ |= «* + 8

Enfin, ona

"™ %du J 1 ) © -
(1) 2 / (2m + u)2 _x (2 m a/ < s 2:!:’1.1:
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En se servant de ces relations (10) et (11) et de la for-

mule (17) du chapitre précédent qui donne une limite supé-
rieure de &, on voit que ’on peut poser

42) . . . . . fl) == Lilz) — 12 + T,
lx

ou Pona

] 1 0,168 8 5
(13) - 5| < 20 + (34—7:; + T ) 62 4+ ¢° + ga‘ + g’
. L’évaluation de T est donc encore une fois ramenée & celle
de la somme

[y
o X
) s — 0'2
& + B

qui a fait Pobjet du § 4 du chapitre 3.
66. Reportons-nous 4 la formule (6) de ce méme para-
graphe; comme le premier terme de la valeur de © dans (13)

donne aussi la valeur principale de +, on a le théoréme
suivant :

St lon pose

fiz) = Li(x) — 12 + 'r—;—

N

- . . . ]
la quantité = sera infiniment petite avec -, et elle sera d’un ordre
de pelilesse au moins égal d celui de Pexpression

l/;;l_"; e"Vﬁ—l;i
ou p = 0,03282. |

6'7. Observons maintenant que la relation

flg) = (@) - 3 Flah) + £ B@) + -
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donne -
: 1 iy 1 A :
fig)—=) = Flz) — = F(a) + = Fla) — o < Fla);

on aura les inégalités
fiz) > Flx) > fx) — 4/ 5

et, comme [V z) est < Vz, on voit que le théoréme précédent
s'applique aussi A la fonction F (x), qui exprime combien il ya
de nombres premiers inférieurs 3 z.

Nous énoncerons ce théoréme comme il suit :

Si U'on désigne par B (x) la fonction qui exprime combien il ya
de nombres premiers < x, F (x) aura pour valeur asymptotique
Li (x) quand x tendra vers Uinfini. De plus, la différence entre
ces deux fonctivns ne pourra pas élre d’un ordre de grandeur
supériewr d celui de la fonction '

T e —
—_— ‘/ {x e~ V=
lx pre

o p=0,03282. o
Ce théoréme est celui auquel nous avons fait allusion dans
Yintroduction en insistant sur son importance. -

CHAPITRE V1.

SUR LA CONVERGENCE DE LA SERIE 2‘.&,(‘—"’.

68. Définissons, avec M. Mertens (*), la fonction numé~-
rique p (k) d’'un paramétre entier k de la maniére suivante :
@ (k) =1 pour k=1,
== 0 si k a un facteur carré autre que 1,
== 1 si k est formé d'un nombre impair et
= +- 18i k est formé d'un nombre pair de facteurs
premiers différents.

(*) Ueber einige asymiotische Gesetze der Zahlentheorie,JOURNAL F.D.R.
U. A. MaTH. B. 77, 1874, p. 289.
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D’aprés cette définition, on a, s étant ine variable réelle ou
imaginaire dont la partie réelle est supérieure i I'unité,
3% =11 —) =
= p‘ Z(s)
Si la série, qui est au premier-mé.mbre, converge pour s ==1,
il résulte de cette relation que sa valeur sera 0, mais le point
délicat est de prouver la convergence.

69. Euler parail étre le premier qui ait considéré cetle série,
et il a affirmé le résultat auquel nous venons de faire allusion,
mais sans I'établir rigoureusement (*},

Quoique de nombreux mathématiciens, Mertens, Stieltjes,
Gram, etc., s¢ soient occupés de cette fonction, la démonstration
~ du théoréme énoncé par Euler n’a été établie que dans ces tout
derniers temps par M. von Mangoldt (**).

La démonstration de M. von Mangoldt est assez détournde
et d'ailleurs elle se borne strictement A établir la convergence
de la série, sans fournir aucune approximation de la rapidité
de la convergence. Nous pensons donc qu'il y a quelque intérét
A revenir sur cette question, d’abord pour présenter une
démonstration plus directe et plus simple, ensuite pour
donner une limite supéricure du reste de celte série, ce qui
n'a pas encore été fait jusqu’a présent. -

70. Différentions l’équation.

§ ,u(/f)
t,) m‘;‘l A'

ou R {s) > 1; il vient, en changeant les signes,
plhk

It

1

iad

——
S

3

-

s

-

r's 4
T s oty

e

()

¢ {*) Introductio in analysis inﬁnitor-zi—m, t. I. Lausanne, 1748, Cap. XV,
n* 277.
(*%) Sitzungsberichte der K. P. Akademie der Wiss. zu Berlin,
92 Juli 1897. (Voir aussi cet article pour les renseignements bibliogra- -
phiques.)
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Fdisons les substitutions

¢(s) . Ip Ip 1 ,u(k)
— it . P e T o—m P t — —_—
t(s) 2 p: —_ ,1 e pm € Z(s) kl
il viendra
(k) Z I Rk
kn

Si Pon effectue les multiplications au premier membre et
réduit les termes semblables, on devra trouver les mémes
termes dans les deux membres, parce que des exponentielles
‘différentes ne sont pas du méme ordre de grandeur pour s
infini. Supposons implicitement ces multiplications effectuées,
et égalons la somme des termes des deux membres dans
lesquels la base de T'exponentielle est < x. Ce résultat peut

g'écrira : _
(k) [p
2% 2]
k

kcx p"--:, k<z
et, pour § =1,
, #(k) wlk)lk
1) . . — e Y s
( ) k2<t k’ p"2<k P ‘ . Agx k

La somme relative & p™ a é1é étudiée au § 2 du chapitre IV,
et on peut poser, par le théoréme dun°(59) de ce paragraphe,

2!]7 lx——lk-—C—i-q(x)
P,,,<:p k

Substituons cette valeur dans ’équation précédente et sup-
primons les termes qui se détruisent; il restera simplement

@ . . . (= -C)E E“kk),,(k)_o.

k< k<z

o

Tone LIX.
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Telle est 'équation fondamentale dont nous allons déduire
les conséquences que nous avons en vue. A cet effet, nous

allons utiliser les formules que nous avons établies pour I’ap-
proximation de y.

71. 1l résulte immédiatement du théoréme du n° (59) que
'on peut poser o . .

mod » (;—:) < be” WE,

ol a el b désignent deux nombres positifs fixes, indépendants
de z et de k, et auxquels les résultats que nous avons obtenus
‘dans les chapitres antéricurs permettent d’attribuer des
valeurs précises. En particulier, on peut donner 4 a toute
valeur < l/;; == 0,03282 et fa valeur de b en résultera. '

Cela fait, la seconde somme de P'équation (2) sera certaine-~
ment inférieure en valeur absolue 4 '

A v,
b 2 - e"'“ ‘z:
k<2
et nous allons montrer quellc ne peut surpasser un nombre

que nous allons assigner.
Si on remarque que la fonction & sommer, ayant pour

Av dérivée, 3 un facteur positif prés

~x
—2Vz_,
¢ T

est d’abord décroissante, pour devenir ensuite constamment
croissante quand k tend vers z, il est clair que 'on peut poser,
le premier terme étant < 1, et le dernier < f;,

| s = dk ~
27‘6'“\/‘z<4+/ T‘e"“l/a-+4
* [§

< &



( 67)

Par les changements de variables k = '—’i, puis It = 22, on a

= dk - =t v
/ —l-c—e“1 ‘f:-—'—/ -t-e"‘VT‘=2/ ze~*dz
; % '

f—e v/l + 1) 2
< —»

a’ a?

ﬂ_,

et, par conségquent

1 -~ 2 1) 1
by —e Vi b(i 4 = —) 2b (1 -+ —-)-

E,k S a oz < a?
Le dernier membre de cette inégalité est un nombre fixe h
auquel nous sommes en état d'assigner une valeur précise et
qui est aussi Ja limite supérieure de la seconde somme de
Péquation (2). Cette équation nous donne donc immédiatement

k }
nmod 2 ,a(kc) < ” :_ C.

De 1A le théoréme suivant :
THEOREME. La somme

§ “k)
¢ hk<x k
tend vers zéro quand x lend vers 'infini, el sa valeur absolue
reste inférieure @& une expression de la forme

h

s /

lx
ot h est un nombre fixe, auquel nos culculs antérieurs permet-
tent d’assigner une valeur précise. .

Ce théordme résout la question que nous nous étions
proposée.



( 68)

NOTE _COMPLEMENTA[RE DE LA PREMIERE PARTIE.

73. Objet de cette note. Nous nous proposons, dans cette
note, d’apporter un léger perfectionnement aux calculs nums-
riques de la premiére partie. L’analyse des paragraphes 3 et 4
du chapitre I, qui conduit 4 la relation

V> i g — !n

a son point de départ dans les inégalités du n° (23). Nous avons
remarqué qu'on peut les remplacer par d'autres un peu plus
avanlageuses. Nous allons les établir, ct nous reproduirons sur
~elles tous nos raisonnements anlérieurs; les calculs numé-
riques seuls seront changés et nous trouverons pour p et n
des valeurs un peu plus élevées que celles du ne (31).

74. Inégalité relative aux sommes X’ {voir n° 23). En suppo-
sant ¥’ > # > 1, nous avons trouvé au n° 23 :

U-~—a T o— oo W —a
(W —af + (L —BF 7 0 —o(u —a) + (£ — B

W —4 +a u —a _ < W —a
WA+ (—f (W —af +(—BF W —1+a
On tire de la seconde de ces indgalités
w—\ a . %' et Qu-'——-l w —a
(' —A-ra)P+{1—P)  (w —a)P+(t-B) — A ta (U —a) (- p)"

puis, par la premiére,

U—a U ' —] +a u —a
(u—a)+(—B) 7 w'—x 2’ —1 | (u'—a)+(t—pB)*
(1)

u—1+a
o +'“)"+(‘—‘ﬁ)’] -
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~le dis quesi : est compris entre 0 et g # et u’ entre 4 et, 2,
on aura

U— ot — | +a u — 1

2. ... >
_() wWe—oa 2u —1 "u'(‘EM'—-—i)’

ce minimum étant atteint pour (u ==1, @ = 0). En effet, la
différence des deux membres de (2) a le signe de la quantité

' —a)(t’ — 1 + a) — (v — a)(u' — 1),
qui peut s’écrire aussi |
w(' — A1) u — 1) + o1’ (ot — a) — (' — 1)%).

Comme u et #' sont > 1, le prcmier terme est positif; le
second P'est aussi, car o btant = %, done u —a > %, ce terme

surpasse
« w (' — 1) (u‘ + ') (‘l u') |
—— o—— — o= -— —— y
2 2/ 2

qui est positif pour ¥’ compris entre 1 et 2,

Choisissons maintenant u' de maniére 3 rendre maximum
le second membre de la formule (2). En annulant sa dérivée,
on trouve

1 gy
() we=1w— dob -5 95
V9 C ' (2u — 1)

Cette valeur de u’ étant comprise entre1 et 2, peut se mettre
dans (2), et il vient par (1)

Yy—o : u — «
> (3—2) [(u

(¢ —a) + (1 —B) ‘—a)f 4 (t—p)

#—f 4+ a ]
4~ .
(v — 1 + a) 4-((-—‘—-?)’
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On peut sommer toutes Ies inégalités analogues pour toutes
les racines a 4 Biot a T 9, soient X’ une somme étendue 2
ces racines particuliéres et X une somme étendue & toutes les
racines sans distinction; on aura a fortiori (I'inégalité ayant
lieu entre les parties réelles des deux membres)

3> =D Y
v 4 li—p
Ajoutons A ceite inégalité celle qui s’en déduit par le change-
ment de ¢ en 2 et, par suite (n° 18), de s en s*; il vient

R | » \ i
S‘ — e S‘ ;—-~>(3“‘"2V"))[2

§—p A~ %+ —p

. ,’
o - e} n
42u'+2li-p]

Comme on supposera dorénavanl que s a la méme partie
imaginaire ti = Bi que l'une des racines p, on peut encore
ajouter au second membre la différence des deux membres
de (4) pour cette racine, savoir

—-—(3——-°’l/§)[ . e : }

— U —1 +a

U——a

Cette différence, ol w’ =1 +- '&7‘ et ot nous ferons u — 1 ?;—Q .
surpasse la quantité

12
526 A9),

Nous trouvons done, sous ces conditions, I'inégalité

__+—2 ——>(a—-21/‘)[2————-——-, ~

8§—p U +lt—p

5 . .

u' 2 —p

) - _.._] + 2 9593,

qui correspond 4 la relation (42) du n° 25.
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75. Inégalité relative uux sommes X" (voir n° 26). Désignons
par X" une somme étenduc aux racines p, ou « > %. On aura
Y= X — X!, par suite, en vertu de la relation (3),

n 1 -1 ” . _ 1 B | |
;—_;*ZE s'—-p<[2s-—p+zzs’—p] _

1 4 1
—(5—92 —_—
(3 2 [E ' A ti—p -’; 2 u'+2l-i-—-p]
9(3—2/2) — —-
+ 2(3 ) T
Comme on I'a expliqué au ne 26, on peut remplacer respec-

tivement ces deux crochets par {eurs limites supérieures tirdes
de la relation (28) au n° 19. Ceci donne la formule

' ! P ¥4
| SE el o <(l/~z--1)(5log ! g3
(6) .y o
( “+3{u, t)+(3....9\/2)[————,>(u t)+2]-—-E.
u

qui correspond 3 la relation 44) au n° 26.
On voit, par le raisonnement de ce méme numeéro, que
fona

?(uvt) - (5 - 2‘/5)?(“', ") < 1+ (3 — 2‘/23 2 —‘/5 s.
46¢ < 8¢

de telle sorte qu’on a la formule, analogue & (48),

o 1 1« 1 31
N g (L hlogt — m,
(7) S-—p+4E b <4 — -+ hlogt —m

en posant, en abrégé,

8 . . . . h-——=-i(\/2--—-1)==0,5177669...
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SN mmz(% 'i-—:-i) +(\/_—!)('la-+l'2)
@ (53— (2%4_ 2) L2 2V

13 8t

76. Evaluauon de m. Dans cette valeur de m, nous suppo-
serons y — 412 'Z 15’ par conséquent (n° 14)

Y Z’u '
—-(—-——+ ))0’»2!449‘2
4 \Cu u-

On a e nsuite
—_ -—-—--—-"“' 0 71096 44
% tu’ >4 A

car, ' — 1 étant égal & ‘_/3_5_ - LM 356, la formule (18) du

n° 12 donne

Et_'f,- + VT < 057721 566 —0,00575 456 1/2
.U
+ 0,02589 989 — 0,00366 951 V2
4+ 0,00113 094 — 0,00018 088 V2
+ 0,00005 894 — 0,00000 96912
-+ 0,00000 324

< 0,60430 864 — 0,09761 46412

dod ——5!‘-' > 0,94795 28..
Cu'
Enfin, comme O a

;,, o+ (2 = 212405 953 ...,

on voit, par la substitution de ces diverses valeurs dans (9),
. que l'on peut poser a fortiori dans (7)

9 -3
8t

(10). . . . . m=20031698 —
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7%, Limite inférieure de 4 — a. On peut maintenant donner
4 h et 4 m les valeurs (8) et (10) ci-dessus dans les formules (49)
et (50) du ne 29, savoir '

S 7—43 o u— 35 -3
* 4(hlog3 — m) 4(hlogp — m)

Celles-ci donnent ainsi les relations

M) 1—a>—>P _ o sg—f=—>
) m
logp—-n,; log , %
ot Pon a
7 —-4V3 '
p= 72 — 0,034666. .
512 —1)
V5 —3
q = = 0,22/4088....
B2 — 1)

: 0,024264
%= 5,86886 45 — o r204

Pour que la formule (11) soit applicable, il faut que § soit

assez grand pour que u — 1 soit > —4%
On voit que cette condition aura lieu, si

log B > %+ 12¢ ou > 6,5579...,

et, a fortiort, si p > T08.
On a, dans ce cas,

'l'-: > 3,368829 — log (47,886 ..)

et ’on peut énoncer le théoréme suivant, que Pon peut substi-
tuer a celui du n° 31 :
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98. TatoRENE. 4 partir de 'S 103, on a, entre les parties
réelles el imaginaires d'une racine a «+- £i de {(s), la relation

p 14
g —In

12). . v . . . d—a>

ow p et n ont les valeurs déterminées *
p = 0,034666..., n == 47,886...

Pour B < 108, la valeur de 1 — a sera supérieure a la limite
0,0128 que donne cette formule pour p = 703,

79. Remarque. Les valeurs précédentes de p et de n sont
aussi applicables dans toutes les formules et dans tous les
théorémes de la seconde partie du Mémoire. [l n’y a d’exception
que pour les formules du n° 39 (parcc que P'on n’y suppose:
pas g > 108). |

* (ette valeur de p {sauf une crreur de caleul sur la 5 décimale) se
trouvait déjh dans le manuscril soumis 4 examen de M. Mansion, et on
la trouvera dans son rapport, mais avec une valeur beaucoup moins
élevée de n. - ' : '



